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Resumen

Se propone una ley de control de posición tipo PD para 
robots manipuladores que incorpora auto-sintonización 
de las ganancias proporcionales y derivativas en fun-
ción de la posición deseada. Esta característica mejora 
el desempeño del regulador PD en el seguimiento de 
trayectorias aún y cuando no se tenga conocimiento de 
los parámetros del modelo dinámico del manipulador. 
Para ello, cada ganancia proporcional o derivativa es 
sustituida por una red neuronal de base radial entrenada 
fuera de línea. Se demuestra estabilidad en el sentido de 
Lyapunov y se valida la ley de control  a partir de los 
resultados de simulación en Matlab para un manipula-
dor de dos grados de libertad que sigue una trayectoria 
en forma de flor de ocho pétalos, observándose una me-
jora del 80.3% en el error cuadrático medio (ECM) en 
relación al regulador PD convencional de Takegaki y 
Arimoto. 

1. Introducción

 El control de posición o problema de regula-
ción tiene como objetivo mover el efector final de un 
robot manipulador a una posición deseada fija y cons-
tante en el tiempo sin importar su posición articular 
inicial [1, 2]. Concretamente, con la ley de control PD 
con compensación de gravedad se mantiene estabilidad 
asintótica global del sistema en lazo cerrado para una 
selección trivial de las ganancias proporcionales y de-
rivativa [3, 4]. Además, se ha demostrado que esta ley 
de control puede utilizarse para resolver el problema de 
seguimiento de trayectorias mediante un control pun-
to a punto [5, 6]. Desafortunadamente, por tratarse de 
ganancias proporcionales y derivativas constantes, los 
cambios abruptos en la trayectoria deseada incremen-
tan el error de seguimiento. Así, algunos autores han 
propuesto las ganancias variables y no constantes como 
hasta ahora se han supuesto.  

 
 Diversos enfoques han sido propuestos en la 
literatura para atacar este problema, en [7] presentan 
una clase de controladores tipo PD para control de po-
sición y movimiento en robots manipuladores, en el 
cual las ganancias pueden ser funciones no lineales 
y se ajustan dependiendo de los estados del robot. El                          
trabajo expuesto en [8], aborda la implementación de 
un control de trayectoria lineal y no lineal basado en 
[7]. Otro esquema de control de trayectoria, en el cual 
las ganancias son sintonizadas por un algoritmo Fuzzy 
auto-organizable se presenta en [9].  En la última déca-
da han prosperado los enfoques de control inteligente 
para seguimiento haciendo uso de redes neuronales, 
específicamente del tipo de base radial (RBF), en [10, 
11] modifican el control PD para reducir el error en es-
tado estable compensando la fricción y pares gravita-
cionales. En [12] proponen un controlador basado en 
energía introduciendo redes neuronales para ajustar los 
efectos indeseados de la fricción. Trabajos relaciona-
dos con la auto-sintonización de ganancias combinando  
método Grey-RBF y Fuzzy-RBF se presentan en [13, 
14],      respectivamente, en donde las redes neuronales 
son  utilizadas como predictores y compensadores del 
sistema. 

 Con la finalidad de mejorar el desempeño en el 
seguimiento de trayectorias del control PD, en este tra-
bajo se propone un nuevo esquema de control neuronal 
llamado PD-N, en el cual a diferencia de los enfoques 
antes mencionados,  las redes neuronales de base radial 
(RBFNN) son utilizadas para alcanzar sintonización 
automática de las ganancias proporcional (Kp) y deri-
vativa (Kv) como funciones de la posición deseada en 
lugar de compensar parámetros no lineales inherentes al 
sistema. Este nuevo enfoque aborda el problema de se-
guimiento de trayectorias sin requerir del conocimiento 
completo del modelo dinámico, lo cual representa una 
ventaja de implementación. 
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2. Dinámica del manipulador y control PD 
El modelo dinámico de un robot manipulador de n 

grados de libertad constituido por eslabones rígidos 
puede escribirse como [15, 16, 17] 

𝑀𝑀 𝑞𝑞 𝑞𝑞 + 𝐶𝐶 𝑞𝑞, 𝑞𝑞 𝑞𝑞 + 𝑔𝑔 𝑞𝑞 + 𝑓𝑓 𝑞𝑞 = 𝜏𝜏                          (𝟏𝟏)	 	 	 	 	 	  

donde q, q, q ∈ ℜn son vectores de posición, velocidad 
y aceleración articular, τ ∈ ℜn es el vector de torques 
aplicados o ley de control, f q  ∈ ℜn es el vector de 
fenómenos de fricción (en este trabajo se considera 
únicamente la fricción viscosa f q = bq), M q  ∈ ℜnxn 
es la matriz de inercia del manipulador, simétrica y 
definida positiva,  C q, q q ∈ ℜn es el vector de fuerzas 
centrípetas y de Coriolis y g q  ∈ ℜn es el vector de 
torques gravitacionales calculado como el gradiente de 
la energía potencial 𝒰𝒰(𝑞𝑞) del manipulador 

𝑔𝑔 𝑞𝑞 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑞𝑞)
𝜕𝜕𝜕𝜕                                                                               (𝟐𝟐) 

Para el control de posición o regulación el modelo 
dinámico puede expresarse en lazo cerrado como [18] 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑞𝑞
𝑞𝑞 = −𝑞𝑞

𝑀𝑀!! 𝑞𝑞 {𝜏𝜏 − 𝐶𝐶 𝑞𝑞, 𝑞𝑞 𝑞𝑞 − 𝑔𝑔 𝑞𝑞 − 𝑓𝑓 𝑞𝑞 }           (𝟑𝟑) 

donde 𝑞𝑞! = [𝑞𝑞!!  , 𝑞𝑞!! ,… , 𝑞𝑞!"]!  ∈ ℜn es el vector de 
posiciones deseadas y 𝑞𝑞 = 𝑞𝑞! − q ∈ ℜn es el vector 
correspondiente a los errores de posición. El objetivo 
del control de posición es satisfacer  

lim!→!
𝑞𝑞
𝑞𝑞 = 0

0                                                                               (𝟒𝟒) 

de tal forma que el efector final del manipulador se 
localice, conforme avanza el tiempo, en una posición 
deseada fija y constante en el tiempo a velocidad q=0. 
Para satisfacer (4), Takegaki y Arimoto proponen la 
ley de control proporcional-derivativa PD [3] 

𝜏𝜏 = 𝐾𝐾!𝑞𝑞 − 𝐾𝐾!𝑞𝑞 + 𝑔𝑔(𝑞𝑞)                                                          (𝟓𝟓)  

donde Kp, Kv ∈ ℜnxn son matrices diagonales definidas 
positivas de ganancias proporcionales y derivativas. El 
valor de Kp y Kv puede aproximarse teóricamente, pero 
en la práctica se elige por prueba y error para satisfacer 
especificaciones tales como sobretiro o tiempo de 
establecimiento. Además, si se cambia la posición 
deseada es necesario sintonizar nuevamente Kp y Kv, lo 
que limita la precisión del regulador PD para 
seguimiento de trayectorias punto a punto [9, 18].  

3. Ley de control PD-N 
A continuación se propone una variante del control 

de posición PD  que modifica de forma automática Kp 
y Kv en función de la posición deseada desde el espacio 
cartesiano al articular a través de la cinemática inversa. 
El objetivo es mejorar el desempeño de este  

Figura 1. Estructura general  de una Red 
Neuronal de Base Radial. 

controlador en el seguimiento de trayectorias aún y 
cuando no se cuente con los parámetros del modelo 
dinámico (1).  La propuesta consiste en sustituir en (5) 
a las ganancias constantes Kp y Kv por matriciales 
diagonales 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  y 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! , para 
i=1,2,...,n, donde n son los grados de libertad (gdl) del 
sistema. Las ganancias variables  𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  y 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  son 
funciones escalares de variable vectorial que sintonizan 
las ganancias proporcionales y derivativas en función 
de la posición deseada (𝑞𝑞! ). Cada 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  o 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  
corresponde a la salida de una red neuronal de base 
radial (RBFNN por sus siglas en inglés) como la que se 
muestra en la Figura 1 [19]. Estas redes  poseen una 
capa de entrada, una capa oculta de funciones de 
activación gaussianas 𝜙𝜙! ,!! ,!(𝑞𝑞!) para j=1,2,...,h, donde h 
es el número de neuronas en la capa oculta de cada red 
y una capa de salida que suma las funciones de 
activación multiplicadas por factores de ponderación 
𝑤𝑤!"! ,!  [20]. Se propone entonces la ley de control PD 
neuronal 

𝜏𝜏 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! 𝑞𝑞 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! 𝑞𝑞 + 𝑔𝑔(𝑞𝑞)                (𝟔𝟔) 

𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! = 𝑤𝑤!"
!

!

!!!
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝑞𝑞! − 𝐶𝐶!

𝜎𝜎

!

> 0, 𝑖𝑖 = 1. .𝑛𝑛              (𝟕𝟕) 

𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! = 𝑤𝑤!"
!

!

!!!
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝑞𝑞! − 𝐶𝐶!

𝜎𝜎

!

> 0,                𝑖𝑖 = 1. .𝑛𝑛                (𝟖𝟖) 

donde 𝑤𝑤!"!  y 𝑤𝑤!"!  son los pesos de la capas ocultas de las 
redes neuronales 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  y 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! , respectivamente, 𝐶𝐶!  
∈ ℜn son los centros de las funciones gaussianas, σ es 
una constante que controla el ancho de las funciones 
gaussinas y ∙  denota la distancia euclideana. El 
procedimiento para formar y entrenar estas RBFNNs se 
describe a continuación: 
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a) Diseñar 2n redes neuronales RBF, correspondientes 
a las ganancias 𝑘𝑘! 𝑞𝑞!  y 𝑘𝑘! 𝑞𝑞!  de cada articulación 
o grado de libertad (n) tal como se muestra en la 
Figura 1.  

b) Seleccionar m posiciones deseadas distribuidas 
uniformemente dentro del espacio de trabajo del 
manipulador (ver Figura 2), las cuales representan 
los centros de las funciones gaussianas en 
coordenadas cartesianas y que son convertidas a 
coordenadas articulares a partir de la Cinemática 
Inversa del manipulador [21]. Estas muestras 
forman el conjunto de datos de entrenamiento de 
entrada C={C1, C2,…, Cm}, Cj ∈ ℜn.  

c) Sintonizar manualmente las ganancias 𝐾𝐾! y 𝐾𝐾! del 
controlador (5) para cada posición del conjunto C. 
El conjunto de datos obtenidos corresponden a los 
valores de entrenamiento asignados a la capa de 
salida de las redes neuronales 2n, esto es 
𝐾𝐾!! = 𝐾𝐾!!! ,𝐾𝐾!!! ,… ,𝐾𝐾!"!  y 𝐾𝐾!! = 𝐾𝐾!!! ,𝐾𝐾!!! ,… ,𝐾𝐾!"! , 
donde 𝐾𝐾!"! ,!  representa a las ganancias proporcional  
y derivativa de la i-ésima articulación para el j-
ésimo dato de entrenamiento. 

d) Fijar el valor de σ procurando que la activación de 
las funciones gaussianas en la capa oculta sea 
menor al 50%, 

 𝜙𝜙! ,!"! ,! = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − !!!!!
!

!
  < 0.5,        ∀𝑘𝑘 ≠ 𝑗𝑗                (𝟗𝟗) 

con i=1,2,…,n, j=1,2,..m y k=1,2,..h. Este valor de 
σ permite que las neuronas en la capa oculta (h) se 
puedan especializar en regiones definidas dentro 
del espacio de trabajo del manipulador. El máximo 
nivel de activación de estas neuronas se alcanzará 
cuando el valor de entrada se encuentre muy 
cercano a su centro.    

e) Calcular los pesos 𝑤𝑤!"!  y 𝑤𝑤!"!  de cada red neuronal a 
partir de 2n sistemas de ecuaciones: 

𝐾𝐾!!! ,!
𝐾𝐾!!! ,!
⋮

𝐾𝐾!"! ,!
=

∅! ,!!! ,! ∅! ,!"! ,! … ∅! ,!!! ,!

∅! ,"!! ,! ∅! ,!!! ,! … ∅! ,!!! ,!

⋮
∅! ,!"! ,!

⋮
∅! ,!!! ,!

…
…

⋮
∅! ,!!! ,!

𝑤𝑤!!! ,!
𝑤𝑤!!! ,!
⋮

𝑤𝑤!"! ,!
          (𝟏𝟏𝟏𝟏) 

f) Sustituir en (7) y (8) los valores obtenidos de σ, Cj, 
𝑤𝑤!"!  y 𝑤𝑤!"!  para obtener 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  y 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  como 
funciones de la posición deseada 𝑞𝑞! . 

Con esta metodología se obtienen 2n redes 
entrenadas fuera de línea a las que denominamos redes 
de interpolación. Alternativamente, se pueden 
optimizar los parámetros σ, Cj, 𝑤𝑤!"!  y 𝑤𝑤!"!  con métodos 
de búsqueda, como el descenso del gradiente [22]. 

4. Demostración de estabilidad 

La demostración de estabilidad de (6) por el 
método directo de Lyapunov es similar a la presentada 
en [3] para el control PD convencional, debido a que 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  y 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞!  no son funciones del 
tiempo o de los estados del sistema. Sea entonces la 
función candidata de Lyapunov 

𝑉𝑉 𝑞𝑞, 𝑞𝑞 = 1
2 𝑞𝑞

!𝑀𝑀 𝑞𝑞 𝑞𝑞 + 12 𝑞𝑞
!𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! 𝑞𝑞   > 0            (𝟏𝟏𝟏𝟏) 

lo cual es cierto si 𝑘𝑘!" > 0,∀  𝑖𝑖 = 1,2,… ,𝑛𝑛. Derivando 
con respecto al tiempo se tiene 

𝑉𝑉 𝑞𝑞, 𝑞𝑞 = 𝑞𝑞!𝑀𝑀 𝑞𝑞 𝑞𝑞 + !
! 𝑞𝑞

!𝑀𝑀 𝑞𝑞 𝑞𝑞 − 𝑞𝑞!𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! 𝑞𝑞      (12) 

Sustituyendo 𝑞𝑞 de (3) en (12), considerando 𝜏𝜏 como 
en (6), y luego de aplicar las propiedades 𝑥𝑥!𝑦𝑦 ≡ 𝑦𝑦!𝑥𝑥 y 
de anti-simetría 𝑞𝑞!𝑀𝑀 𝑞𝑞 𝑞𝑞 − 2𝑞𝑞!𝐶𝐶 𝑞𝑞, 𝑞𝑞 𝑞𝑞 = 0, se obtiene 

𝑉𝑉 𝑞𝑞, 𝑞𝑞 = −𝑞𝑞!𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! 𝑞𝑞 − 𝑞𝑞!𝐵𝐵𝑞𝑞 ≤ 0                    (𝟏𝟏𝟏𝟏) 
que es cierto si 𝑘𝑘!" 𝑞𝑞! > 0  ∀  𝑖𝑖 = 1,2,… ,𝑛𝑛 . Así, se 
demuestra estabilidad global del punto de equilibrio 
𝑞𝑞 𝑞𝑞 ! = 0 0 ! . Además, dado que (3) es una 

ecuación diferencial autónoma, es posible demostrar la 
estabilidad asintótica del punto de equilibrio mediante 
el teorema de Barbashin-Krasovskii-LaSalle [1]. 

5. Resultados  

Para validar la ley de control PD-N realizamos 
simulaciones en MatLab 2012b correspondientes al 
problema de seguimiento de una trayectoria en forma 
de flor de ocho pétalos con ecuaciones paramétricas 

𝑥𝑥 =       0.3+ 0.25 cos(0.4𝑡𝑡) cos(0.1𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = −0.3− 0.25 cos(0.4𝑡𝑡) cos(0.1𝑡𝑡)                        (𝟏𝟏𝟏𝟏) 

Figura 2. Elección de las posiciones deseadas 
de entrenamiento de las redes neuronales 

RBF. 
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(1) los que se reportan en [21, 23]. Estos parámetros 
corresponden al manipulador de dos grados de libertad 
de la Figura 3.  

Aplicando la metodología de la Sección 3 se tiene 
lo siguiente: 
a) Seleccionamos cuatro redes RBFNN para las  

ganancias kp1 (qd), kp2 (qd), kv1 (qd)  y kv2 (qd). 

b) Elegimos nueve posiciones deseadas (m=9) 
distribuidas como se muestra en la Figura 3.  

c) Sintonizamos las nm=36 ganancias 𝐾𝐾!!! , 𝐾𝐾!!! , 𝐾𝐾!!!   y 
𝐾𝐾!!!  para obtener: sobreimpulso<1%, tiempo de 
respuesta<1s, 𝜏𝜏! < 150𝑁𝑁𝑁𝑁 y 𝜏𝜏! < 15𝑁𝑁𝑁𝑁. El valor de 
los torques tienen el objetivo de evitar saturación 
en los actuadores [24].  

d) Establecemos σ=0.6 para garantizar la condición en 
la ecuación (9).  

e) Resolvemos cuatro sistemas de ecuaciones (10) 
para obtener 𝑤𝑤!!! , 𝑤𝑤!!! , 𝑤𝑤!!!  y 𝑤𝑤!!! . 

f) Las ganancias kp1 (qd), kp2 (qd), kv1 (qd) y kv2 (qd) 
resultantes se muestran en la Figura 4. 

En la Figura 4 se observa el comportamiento de las 
ganancias correspondientes a cada articulación del 
manipulador kp1(qd), kp2(qd), kv1(qd) y kv2(qd), las 
cuales son aproximadas mediante redes neuronales 
RBF y sus valores dependen del vector des posiciones 
deseadas articulares 𝑞𝑞! = [𝑞𝑞!!, 𝑞𝑞!!]. 
En la Figura 5 se presenta el seguimiento de la 
trayectoria “flor de ocho pétalos” con los controladores 
PD y PD-N. El tiempo de simulación es de 63 
segundos con un período de muestreo de 0.01 
segundos, lo que corresponde a 6300 muestras. Se 
observa que el control PD-N sigue la trayectoria 
deseada con un mejor desempeño que el control PD en 
los puntos donde la inercia del manipulador se  

Figura 3. Diagrama de cuerpo libre de un 
manipulador de dos grados de libertad. 

Los  resultados obtenidos se compararon con los 
correspondientes al regulador PD bajo las mismas 
condiciones, tomando como parámetros de la ecuación 

incrementa, esto es, cuando la trayectoria cambia 
abruptamente de dirección. Además, se observa que el 
error está acotado a una región cuadrada de 9cm en el   

Figura 4. Ganancias proporcionales y 
derivativas como funciones de la posición 
articular deseada. 

Figura 5. Seguimiento de la trayectoria “flor 
de ocho pétalos”.    

control PD y a una región de 2.5cm para el control 
propuesto PD-N. El error cuadrático medio calculado 
fue de 33.69 y 6.64 respectivamente para ambos 
controladores. 
 
6. Conclusiones 

El problema de seguimiento de trayectorias en base a 
un control de posición con sintonización automática de 
las ganancias proporcional y derivativa utilizando 
redes neuronales RBF ha sido abordado en este 
artículo. A diferencia de otros autores las redes 
neuronales han sido tratadas para crear una red de  
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entrenamiento como funciones de posiciones 
deseadas, por lo cual no se requiere del modelo 
dinámico. Como una forma de validación a través de 
los resultados de simulación se ha probado mejor 
desempeño del nuevo esquema de control PD-N 
comparado con el clásico PD.    
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