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Resumen

La ausencia de software especializado para hallar
la transmisividad en sistemas unidimensionales multi-
barreras cudnticos con forma trapezoidal (pendiente
no nula), es una darea de oportunidad para la creacion
de un sistema para la simulacion de dichos fenomenos
utilizando el Método de la Matriz de Transferencia,
que junto con las funciones de Airy permiten resolver
la ecuacion de Schrodinger que representa el compor-
tamiento de barreras de potencial trapezoidales; un
adecuado manejo de los métodos numéricos cldsicos
nos ha permitido proponer algoritmos robustos para la
herramienta de simulacion que nos permite la visuali-
zacion de los coeficientes de transmisividad, y asi
servir de apoyo en la formacion académica de la me-
cdnica cudntica.

Palabras clave: Simulacion, Secuencias de barreras
trapezoidales, Ecuacion de Schrodinger, Método de la
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1. Introduccion

El efecto tunel en la mecanica cuéntica es un fend-
meno donde una particula atraviesa una region prohi-
bida, es decir que si en un principio, por ejemplo un
electron, no tiene la suficiente energia cinética para
atravesar una barrera de potencial, resulta que éste
tiene cierta probabilidad de traspasarla, esto se conoce
como efecto tunel. En éste contexto el comportamiento

de una particula es descrito por la ecuacion de
Schrodinger.

Los estudios del efecto tinel para diferentes tipos de
barreras de potencial tienen diversas aplicaciones en la
Fisica, Quimica y Electronica (por ejemplo el disefio
de semiconductores y alambres moleculares en la na-
noelectronica). Con el desarrollo de las tecnologias de
computo, se han realizado diversas investigaciones en
el area donde se han disefiado algoritmos a partir de
soluciones analiticas de la ecuacion de Schrodinger
para ciertos problemas particulares (véase las referen-
cias del [1 - 8]).

La ecuaciéon de Schrodinger independiente del
tiempo permite representar diversos fenomenos en la
mecanica cuantica [11], para nuestro caso en particular
la utilizamos para simular el comportamiento de parti-
culas incidentes sobre barreras de potencial con pen-
diente o trapezoidales y obtener los coeficientes de
transmisividad en diversos experimentos. Cabe resaltar
que las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para
potenciales trapezoidales puede ser expresada como
una combinacion lineal de funciones de Airy[1, 10].

Las funciones de Airy Ai(x) y Bi(x) son soluciones
de la ecuacion diferenciazll
conocida como la ecuacion de Airy. Para las barreras
de potencial con una pendiente no nula, la ecuacion de
Schrodinger mediante cambios de variable adecuados
puede ser tratada como una ecuacion de Airy.
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Para las simulaciones de los experimentos de los sis-
temas de barreras multiples con pendiente sin campo
eléctrico externo, utilizamos el Método de la Matriz de
Transferencia que es implementado usando métodos
numéricos, permitiendo hallar la probabilidad de
transmisividad y reflectividad de particulas incidentes
sobre el sistema multibarrera, esto conlleva a que el
coeficiente de transmisividad T mas el coeficiente de
reflectividad R debe ser igual a 1, es decir, T+ R =1,
lo que nos da un parametro importante para la valida-
cion de los resultados numéricos.

2. Potencial de barrera trapezoidal

El potencial de barrera trapezoidal (figura 1) es des-
crito matematicamente de la siguiente manera [1]:
V(x) =-F; (x - by,
b,’:a,’+ V,’/Fi, (1)
Fi= V- Vlaisr - a;).
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Figura 1. Potencial de barrera trapezoidal genérico.

Donde i = (... N; y N es el namero de particiones del
sistema, para cada particion a; < x < a;4; con V; y a;
constantes; este potencial es un caso generalizado para
cualquier sistema trapezoidal, cuyas soluciones ;(x)
de la ecuacion de Schrodinger dentro del intervalo (a;,
a;+;) estan dadas por

wix) = C'Ai(z) + C/Bi(z),
con
z; = ri(ci—x), (2)
ri=-(2m F/i’)"
ci = ai + (Vl -E)/Fin
y Ai y Bi son las funciones de Airy, C;, C7 son coefi-
cientes a determinar, m es la masa de la particula inci-

dente, E es la energia de la particula y 7 es la constante
reducida de Planck.
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Figura 2. Potencial de barrera con pendiente.

Para el potencial de la figura 2, existen soluciones
aceptables de la ecuacion de Schrodinger para toda
E>0
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X

oz TV =By, ()

es decir, donde w(x) y dy(x)/dx deben ser diferenciales
finitas y continuas. La ecuacion (3) se separa en tres
ecuaciones para cada una de las regiones x < x;,
x; <x <Xy x> x; Parala primera y tercera region
V(x) = 0, para la segunda region V(x) tiene un compor-
tamiento como en las ecuaciones definidas en (1). Las
soluciones de la ecuacion de Schrodinger para las tres
regiones son:

wi(x)=Ae™ + Be™ x <Xx; 4

w(x)= C Ai(z) + D Bi(z) x<x<x; (5

wi(x)=Fe™ + Ge'™ x>x,  (6)
donde 4, B, C, D, F'y G son constantes arbitrarias, k =
(2mE)”/h. La continuidad en w(x) implica que deben

empalmarse las soluciones (4) con (5) y (5) con (6), es
decir:

wi(x1)= ya(xy), (7)
Wa(x2)= y3(x2), ®)
ahora bien, la continuidad en la derivada requiere:
Wilx)= ya(xy), )
Wa(x2)= Ys(x2), (10)

con las ecuaciones (7) y (9) formamos un sistema de
ecuaciones:

() ()

y de las ecuaciones (8) y (10) obtenemos

() ()

entonces, por el Método de la Matriz de Transferencia
podemos visualizar que la ecuacion (11) es
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y de la ecuacion (12)

(5) o (D)o

sustituyendo (14) en (13) obtenemos

A ¥ y F
( ) =m; my;m;z My ( ) 5
B G

si el producto de matrices se denota como M una ma-

triz de 2x2, entonces

A F

(,) ()
B G
Para resolver el sistema de ecuaciones (15), pode-

mos hacer que A = [ para la particula incidente, ya que
garantizamos que llega por la izquierda y G = 0 debido
a que cuando la particula sale de la barrera no hay otra
que incida por la derecha, por lo que los valores resul-
tantes de B y F permiten calcular el coeficiente de
transmisividad T = FF" y reflectividad R = BB, donde
debe cumplirse que 7 + R = I, dado que T y R son
probabilidades ésta relacion representa la conservacion
de la probabilidad de la mecéanica cuantica, por lo que
la particula se transmite o se refleja, pero nunca desa-
parece.

Para resolver multiples barreras trapezoidales utili-
zamos el método de la Matriz de Transferencia, para
obtener cada matriz M; de su barrera correspondiente,
i = 0... n; donde n es el nimero de barreras del siste-
ma, es decir

(;) = MMM,.. M, (Z) (16)

donde el calculo de B, F'y en consecuencia 7y R son
analogos al analisis de la ecuacion (15).

3. Implementacion

Para la implementacion final del Método de la Ma-
triz de Transferencia, elegimos Fortran 77 por su preci-
sioén y rapidez (menos de un segundo para todos nues-
tros experimentos propuestos y realizados en diversas
computadoras), sustentado a que también realizamos
pruebas en Object Pascal de Delphi, en el cual, encon-
tramos precision pero era mas lento en la obtencion de
resultados (menos de un segundo en una computadora
de 8 nucleos a 2.4 Ghz; arriba de un segundo en una
computadora de dos ntcleos de 2 Ghz. y hasta 10 se-
gundos en una computadora de un ntcleo de 500 Mhz.
para ejemplos de 20 barreras, véase [12]). La razon en
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las diferencias de tiempos es que en Fortran 77, las
estructuras de datos que manejan los niimeros comple-
jos son de tipo primitivo y en Object Pascal se definen
mediante clases predefinidas en el lenguaje, por lo que
se vuelven mas lentos los calculo en estos tipos de
experimentos.

Para la implementacion de las matrices complejas
en los lenguajes de programacion y hallar los valores
de 4, B, C, D, F y G definidas en las ecuaciones (4),
(5) y (6) se manejaron matrices de 2x2 con coeficientes
complejos, es decir, de las ecuaciones (11) y (12) los
valores de las matrices m; y my, estan en funcion de ¢'
y ™ parax = x; enm; yXx = X, en my (ver figura 2).
Para las matrices m, y m; se definieron de la siguiente

forma [1]:
Ai(z) Bi(z)
( -rAi’(z) -rBi'(z) )
donde z y r estan definidas en las ecuaciones (2), donde

al evaluar x = x; en (2) obtenemos la matriz m, y
analogamente para x = x, obtenemos ;.

Para determinar los valores de las funciones de
Airy Ai(z), Bi(z) y sus respectivas derivadas al ser
funciones especiales, implementar un método analitico
para calcularlas tiene inconvenientes, porque la con-
vergencia de éstas es lenta, para resolver dicho pro-
blema se tom6 como base las tablas definidas en [9] y
se utilizo el algoritmo de interpolacion de Lagrange
para polinomios de tercer grado para aproximar las
evaluaciones de Ai(z), Bi(z), Ai’(z), Bi’(z) para valores
especificos de z, en particular para cada x; y x, requeri-
do.

Ya definidas las matrices, realizamos las imple-
mentaciones de las ecuaciones (15) y (16) para particu-
las incidentes de masa m, haciendo un barrido de ener-
gia que va desde 0 hasta la altura maxima del sistema
multibarreras (cada barrera tiene pendiente definida
para la definicion de su energia potencial).

Para la comprobacion de los resultados obtenidos
numéricamente, la suma de la transmisividad y reflec-
tividad resultante debe ser 1, por lo que al calcular de
manera independiente la transmisividad y la reflectivi-
dad y al sumarlas teniamos un error relativo que varia-
ba desde 10” hasta 10” de acuerdo al tipo de experi-
mento [12].

La interfaz grafica la realizamos en Delphi (figura
3), para la visualizacion de los coeficientes de transmi-
sividad y reflectividad, ademas de que el programa es
amigable al usuario y de manera muy sencilla se pue-
den ingresar los experimentos a simular, ademas de
que la aplicacion permite al usuario almacenar los
resultados en archivos de texto (resultados numéricos)
y sus graficas correspondientes en formato jpg.
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Figura 3. Interfaz grafica de la aplicacion.

4. Ejemplos

Como primer ejemplo, estudiaremos la transmisi-
vidad de un modelo de 6 barreras trapezoidales iguales
con una altura izquierda V' = 2.0 unidades atomicas (a.
u.) con una pendiente de -45°, ancho de 1 a. u. cada
una y distancia entre ellas de 1 a. u., para particulas
incidentes de masa de 1 a. u. y un rango de energia de
[0, 2] a. u. como se muestra en la figura 4.
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Figura 4. Sistema de 6 barreras con altura maxima
de V =2 a. u. y pendiente de -45° en cada barrera.

v

La grafica del coeficiente de transmisividad, se
muestra en la figura 5, donde los picos mas altos en la
transmisividad estan en 0.31 a. u. y 1.18 a. u. con 7 =
1, podemos notar que en el intervalo de energia que va
de [0.31, 1.18] a. u. la transmisividad T > 0.86, como
se muestra en la figura 4. Los picos con T=1 indican
transmision perfecta, es decir tunelamiento completo.

Para el ejemplo 2, hallaremos la transmisividad de
un modelo de 6 barreras trapezoidales iguales con una
altura izquierda V' = 2.0 a. u. con una inclinacion de
30°, ancho de cada barrera de 1 a. u. y distancia entre
ellas de 1 a. u. para particulas incidentes de masa de 1
a. u. (figura 6). En la transmisividad resultante como se
ve en la figura 7, el pico mas alto esta en 1.13 a. u. con
T = 0.83. En éste caso puede notarse que no se alcanza
el tunelamiento completo. Por otro lado se puede notar
que no hay simetria entre el ejemplo anterior y éste.
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Figura 5. Grafica correspondiente del coeficiente de
transmisividad del ejemplo 1, para un rango de energia
de [0, 2] a. u.
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Figura 6. Sistema de 6 barreras con altura izquierda
en los potenciales de V = 2 a. u. y pendiente de 30° en
cada barrera.
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Figura 7. Grafica correspondiente del coeficiente de
transmisividad del ejemplo 2, para un rango de energia
de [0, 2] a. u.

En el ejemplo 3, hallaremos la transmisividad de 5
barreras trapezoidales que generan un modelo multiba-
rreras en forma gaussiana con una altura izquierda
maxima en la barrera de en medio de V = 3.0 a. u. con
pendientes de -45°, ancho de barreras de 0.5 a. u. cada
una y distancia entre ellas de 1.0 a. u. para particulas
incidentes de masa de 1 a. u. como se observa en la
figura 8.

Los valores de los potenciales generados se mues-
tran en la tabla 1.
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Figura 8. Modelo gaussiano de 5 barreras trapezoi-
dales con pendiente de -45° en cada barrera.

Tabla 1. Valores de los potenciales de barrera para
el ejemplo 3.

No. de barrera (Altura izquierda) Potencial
1 0.48495374636181
2 1.90224311424205
3 3.0
4 1.90224311424205
5 0.48495374636181

El coeficiente de transmisividad se muestra en la
figura 9, los picos mas altos estan en 0.08, 0.68 y 2.04
a.u.con T =1, I, 0.97 respectivamente, también en el
intervalo de energia [0, 0.98] T > 0.8 y baja para des-
pués tener el pico en 2.04 a. u. y desciende rapidamen-
te hasta llegar a 0. Puede notarse otra vez la presencia
de tunelamiento completo.
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Figura 9. Correspondiente del coeficiente de trans-
misividad del ejemplo 3, para un rango de energia de
[0,2] a. u.

5. Conclusiones

En éste trabajo se ha presentado una interface que
permite el estudio de sistemas complejos de barreras de
potencial. El sistema permite resolver el problema de
célculo de la transmisividad para una particula de masa
m y un conjunto de barreras definidas por el usuario y
asociadas a un problema concreto. Se utilizo el modelo

de Matriz de Transferencia en combinacion con las
soluciones exactas para potenciales trapezoidales.
Los problemas de convergencia en el calculo de fun-
ciones Airy se resolvid mediante una estrategia de
interpolacion cubica y tablas de alta precision.

Durante el proceso de simulacion se cuida la con-
servacion de la probabilidad en cada iteracion.

El simulador permite experimentar con sistemas de
interés en educacion, semiconductores y nanoalambres.

Como trabajo a futuro se plantea estudiar problemas
de mayor dimensionalidad, lluvias de particulas con
diferentes masas y la inclusion de interacciones con
campos electromagnéticos externos y las particulas.
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