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En el desarrollo de este trabajo se presenta el desarrollo del modelo rotacional de un
robot de 6 grados de libertad mediate cuaterniones, mediante este modelo se puede
comprobar la cineméatica directa e inversa a través de una interfaz grAifica de usuario
desarrollada en comprobando los resultados de este desarrollo mediante la adquisicién

de datos generados por un robot IRB1600 de la empresa ABB.
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Capitulo 1

Introduccion

Em el estudio de las aplicaciones en Mecatrénica ha sido necesario desarrollar modelos de
andlisis y simulacién de sistemas mecdanicos, tal es el caso de los mecanismos robéticos.
Para la moderacién y anéalisis es necesario hacer uso de herramientas matematicas,
gue sean eficientes con las cuales se puedan construir modelos cinematicos o dindmicos
de los robots manipuladores. Las herramientas matematicas utilizadas requieren de

considerables conocimientos en el area para el desarrollo de los modelos cinematicos.

La cinemaética directa cartesiana de los robots manipuladores permite una descripcién
entre las coordenadas cartesianas del extremo final del robot y las coordenadas de las
articulaciones. La convencién Denavit - Hartenberg es una herramienta de suma uti-
lidad para la obtenciéon del modelo cinematico directo de los robots manipuladores,
existen algunos otros métodos para llevar a cabo la solucién de la cinemaéatica directa,
como lo son: los &ngulos de Euler, matrices de transformacién homogénea y el uso de

cuaterniones.

La cinematica inversa consiste en encontrar los valores que deben adoptar las articu-
laciones del robot para que su extremo (efector final) se posicione y oriente segtin una
determinada localizacién espacial. Para la solucién de la cinemaética inversa no existe
una determinacion sisteméatica como en el caso de la cinematica directa, por lo tanto,
el procedimiento para la obtencién de las ecuaciones depende fuertemente de la confi-
guracion del robot. Algunos de estos métodos que se han desarrollado son: las matrices
Jacobianas, desacoplo cinemadtico y métodos geométricos, estos si bien resuelven los

1
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problemas de dichos modelos hasta cierto niimero de grados de libertad se convierte en
un problema complejo cuando el niimero de dichos grados de libertad del robot crece,
ya que el inconveniente de estos procedimientos es que se trata de métodos numeéricos
iterativos, cuya velocidad de convergencia e incluso su convergencia en si no esta siem-

pre garantizada [1].

En 1843 el matematico Irlandés Sir William Rowan Hamilton- descubri6 los cuaternio-
nes con el fin de extender el algebra vectorial tridimensional para la inclusién de la
multiplicacién y la divisién. Sin embargo, se ha encontrado que el dlgebra de vectores
ordinarios proporciona un mejor medio matematico para la investigacién de problemas
fisicos. No obstante, es verdad que el dlgebra del cuaternién provee una representacién

simple y elegante para describir rotaciones finitas en el espacio [2].

Los cuaterniones son un conjunto de cuatro parametros, los cuales requieren satisfacer
la condicién de normalidad (su norma es la unidad). La representacién de los cua-
terniones para describir la orientacién de un sistema de coordenadas ha tenido varias
ventajas sobre las representaciones convencionales (4ngulos de Euler y cosenos direc-
tores). Primero, un sistema mecénico que involucra rotacién entre varios sistemas de
coordenadas no se degenera para ninguna orientacién angular. Segundo, los requeri-
mientos computacionales usando cuaterniones son mucho menor que el uso de cosenos
directores o dngulos de Euler atin cuando se aplica multiplicacién entre cuaterniones.
Ademas, las cantidades fisicas pertenecientes al movimiento de la rotacién tales como
desplazamiento angular, velocidad, aceleracién y momento se derivan en términos de
cuaterniones con mayor facilidad. La manipulacién de ecuaciones es mas facil cuando

se usa algebra de cuaterniones.

Por otra parte cuando se hace referencia a la “antmacion” significa “traer a la vida”[3],
la animacién es una representacién visual de del cambio. Durante algunos afios se a
usado en el mundo del entretenimiento, los video - juegos. La simulacién computacional
es una herramienta poderosa utilizada por las industrias para el disefio y la modificacién

de los sistemas productivos.

2Sir William Rowan Hamilton, 4 de Agosto 1805 - 2 de Septiembre 1865(Historia de las matematicas
Pagina web de la universidad de St. Andrews, Scotland)



Capitulo 1. Introduccion 3

Como ya se menciono simular es sinénimo de imitar el comportamiento de un sistema
con alglin propédsito especifico, en el caso de la simulacién computacional es necesario
programar los modelos cinemaéticos en algtin tipo de software el cual permite visualizar
el comportamiento de dicho modelo, existen modelos en los cuales para realizar la
simulacién es necesario el uso de més de un software, cuando el modelo requiere hacer
uso de més de un software se utiliza uno para el procesamiento matematico (software’s
como MatLab, Simulink, Octave) y algtin otro para la realizacién de la parte visual
donde se pueda observar el movimiento o la reprentacién del cambio que se ha generado,
para lo cual se utilizan software’s como OpenGL, VRLM, por citar algunos. Teniendo en
consideracion la compatibilidad de los sistemas a ocupar para el desarrollo y validacién

de dichas simulaciones.

Se han llevado a cabo investigaciones las cuales se centran en desarrollar modelos que
puedan ser de facil comprension y que su solucién matematica sea cada vez mas sencilla,
una de ellas es el uso de los cuaterniones para el desarrollo de los modelos, en diferentes
ramas de la ciencias como el mencionado en el libro "Visualizing Quaternions [4], The
Apollo 10 Gimbal - Lock Incident", otro caso es la obtencién de los modelos cinemtiacos
directo e inverso de robots manipuladores mediante el uso de cuaterniones, los cuales
ya que han probado ser modelos eficientes (proporcionando soluciones cerradas) para
robots de hasta 3 GDL.

En este proyecto de tesis se propone el uso de cuaterniones para determinar la orienta-
cién y posicién de un robot de 6 grados de libertad (GDL), asi obtener la cinematica

directa e inversa del robot IRB1600 de la empresa ABB.

Para la estimacién de la orientacién y posicién, se utilizardn cuaterniones en lugar de
angulos de Euler para eliminar el problema de las singularidades asociadas a la estima-
cién de la orientacién, la simulacién del modelo sera realizado mediante VRLM, ya que
es un lenguaje de programacién sencillo que puede interactuar con Software de proce-
samiento matematico, como Matlab, ademdas de ser un metalenguaje que no requiere
grandes conocimientos de animacién o capacidades de procesamiento para realizar di-

chas simulaciones.






Capitulo 2

Estado del arte

Una vez que Hamilton publicé los resultados de su investigacién, no paso mucho tiem-
po para que matematicos como Josiah Willard Gibbs, entre otros, realizaran trabajos
detallados de lo que ahora se conoce como el algebra del espacio vectorial. A consecuen-
cia de esto, el trabajo que habia desarrollado Hamilton se vio opacado teniendo como

resultado el desinterés de su investigaciéon [5].

Sin embargo, el desarrollo tecnolégico en areas como la aerondutica, animacién y la
robética han despertado nuevamente el interés en el estudio de los cuaterniones del tal
manera que se han estudiado nuevas formas con las cuales el &lgebra de cuaterniones
muestre un mayor grado de efectividad comparado con el uso del algebra vectorial

ordinaria.

A lo largo de este capitulo se presentard cémo las formas convencionales para la obten-
cién de la cinematica de los robots manipuladores han contribuido a la ciencia, asi como
también se indagara en el uso de los cuaterniones para estudio de transformaciones en

el espacio ordinario de tres dimensiones, lo cual es el objetivo de este trabajo.

2.1. Los cuaterniones de Hamilton

En la historia de las matematicas existe una concordancia en que los tres principales

descubrimientos realizados durante el siglo XIX fueron:
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1. El desarrollo de la geometria no Euclidiana.
2. El algebra no conmutativa.

3. La teoria del célculo.

Durante mucho tiempo se pensé que una restricciéon para la geometria era lo que se
conocia como “Geometria Euclidiana”. Fue s6lo hasta que investigaciones desarrolla-
das de forma simultanea a la de la geometria Euclidiana, que se descubrieron formas

diferentes para el estudio de la geometria.

El &lgebra se utilizo como una generalizaciéon matematica, como una representacion de
objetos sometidos a estudio, utilizando las literales algebraicas como representaciéon de
dichos objetos, asi mismo todas las reglas ordinarias de operaciones aritméticas eran
validas para el desarrollo del &lgebra. Mediante el transcurso del tiempo los estudios
se enfocaron en la blisqueda para el fundamento teérico de las propiedades algebrai-
cas (asociativa, conmutativa y propiedades de agrupamiento) para el desarrollo de la

matematica.

Con base en este contexto, fue entonces que Sir William Rowan Hamilton realizo la
introduccién del algebra de cuaterniones. La comunidad matematica vio con sorpresa
que el algebra de cuaterniones violaba la ley de conmutatividad para la multiplicacién,
en ese momento la introduccién de los cuaterniones de Hamilton les parecié imposi-
ble, el hecho de que hubiera otra forma consistente que no sostuviera las propiedades

fundamentales del &lgebra de ntimeros reales.
Numeros hiper-complejos

El objetivo que motivé a Hamilton era la generalizaciéon de forma andloga del espacio
tridimensional, mediante el uso de niimeros reales triples. Sin embargo, durante mucho
tiempo luché por obtener un sistema algebraico que pudiera dar una solucién éptima

para su investigacién.

La historia dice que una maifiana, mientras caminaba con su esposa a lo largo del Canal
Royal, tuvo una chispa de iluminacién. En un instante descubri6é que un ntmero triple

no era suficiente y que en su lugar era necesario un ntimero cuadruple. El visualizé que
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no sélo requeria el componente complejo i, sino que ademas, los componentes ij y k

que satisficieran la siguiente relacién:

Este descubrimiento causé tal impacto en Hamilton que supuestamente no pudo conte-
ner el impulso y se detuvo a grabar su descubrimiento en una piedra del puente Broome

del canal de Dublin, de esa forma fue que el cuaternién llego a la vida.

Hamilton tubo muchas dificultades para introducir el desarrollo que habia realizado an-
te la comunidad matematica. Frobenius se dio cuenta que Hamilton tenia razén cuando
trato de rehacer la teoria propuesta por Hamilton utilizando triadas de ntimeros lo cual
no fue posible. Motivo por el que tuvo que regresar a usar los cuaterniones, algunos
matematicos llamaron al cuaternién como niimero complejo de rango cuatro. Poste-
riormente dentro de este trabajo se vera que los cuaterniones, de forma particular,

satisfacen la funcién de operadores rotacionales en el espacio tridimensional [5].

El conjunto de cuaterniones, aunado a las caracteristicas determinadas para la adicién
y multiplicacién, mateméaticamente establecen un sistema que de forma particular enfa-
tizan en el hecho que, mediante la multiplicacién entre cuaterniones no es conmutativa,
también que existe un inverso multiplicativo para cada elemento diferente de cero en el

conjunto.

A manera de resumen, el conjunto de los cuaterniones bajo la operacién de adicién y
multiplicacién satisfacen todas las propiedades del campo, lo cual se discutird poste-
riormente, excepto por la ley de conmutatividad para la multiplicacién, tomando estas

propiedades para su uso en la robética de manipuladores.

2.2. Roboética industrial

La finalidad de incluir esta seccion es poner en contexto la roboética industrial, mediante
una breve y concreta definicion de la misma, antes de poder continuar con la explicacién
detallada a que se refiere la parametrizacién mediante cuaterniones en el calculo de la

cinematica de un robot industrial.
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Asi mismo, el interés de mostrar como un robot tiene movimientos especificos, para lo
cual es necesario mostrar los tipos de articulaciones, sus posibles combinaciones con las

cuales se pueden realizar movimientos con un brazo robético.

2.2.1. Definiciéon de roboética industrial

Para la robética industrial existe una gran cantidad de definiciones, lo cual, hace di-
ficil de esta tarea a la hora de establecer una definicién formal de lo que es un robot
industrial. La primera de estas nace de la diferencia sobre el concepto de lo que es un
robot y lo que es un manipulador para el mercado japonés y el euro-americano. En tan-
to que, los japoneses definen un robot industrial como cualquier dispositivo mecanico
dotado de articulaciones moéviles destinado a la manipulacién, el mercado occidental es
maés restrictivo, exigiendo una mayor complejidad, sobre todo en lo relativo al control.
En segundo lugar, y centrandose ya en el concepto occidental, aunque existe una idea
comun acerca de lo qué es un robot industrial, no es facil ponerse de acuerdo a la hora
de establecer una definicién formal. Ademas, la evoluciéon de la robética ha ido obli-
gando, a quienes se dedican al estudio de la robética, a diferentes actualizaciones de su

definicién.

La definicién méas comtinmente aceptada posiblemente sea la de la Asociacién de In-

dustrias Robéticas (RIA)[6], segtin la cual:

Definicién 2.1. Un robot industrial (Figura 2.1) es un manipulador multifuncional
reprogramable, capaz de mover materias, piezas, herramientas, o dispositivos especiales,

segln trayectorias variables, programadas para realizar tareas diversas.

Esta definicién, ligeramente modificada, es la que ha sido adoptada por la Organizacién

Internacional de Estandares (ISO) que define al robot industrial como:

Definicién 2.2. Manipulador multifuncional reprogramable con varios grados de liber-
tad, capaz de manipular materias, piezas, herramientas o dispositivos especiales segiin

trayectorias variables programadas para realizar tareas diversas.

Se incluye en esta definicion la necesidad de que el robot tenga varios grados de libertad.
Otra definicién es la establecida por la Asociacién Francesa de Normalizaciéon (AFNOR)

[7], que define primero el manipulador y, basdndose en dicha definicién, el robot:
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FIGURA 2.1: Robot manipulador industrial

Definicién 2.3. Manipulador: mecanismo formado generalmente por elementos en se-
rie, articulados entre si, destinado al agarre y desplazamiento de objetos. Es multifun-
cional y puede ser gobernado directamente por un operador humano o mediante un

dispositivo légico.

Definicién 2.4. Robot: manipulador automatico servo-controlado, reprogramable, po-
livalente, capaz de posicionar y orientar piezas, iitiles o dispositivos especiales, siguiendo
trayectoria variables reprogramables para la ejecucién de tareas variadas. Normalmente
tiene la forma de uno o varios brazos terminados en una muileca. Su unidad de control
incluye un dispositivo de memoria y ocasionalmente de percepcién del entorno. Nor-
malmente su uso es el de realizar una tarea de manera ciclica, pudiéndose adaptar a

otra sin cambios permanentes en su material.

Por ultimo, la Federacién Internacional de Robética (IFR) [8] distingue entre robot

industrial de manipulacién y otros robots:

Definiciéon 2.5. Por robot industrial de manipulacién se entiende una maquina de ma-
nipulaciéon automatica, reprogramable y multifuncional con tres o méas ejes que pueden
posicionar y orientar materias, piezas, herramientas o dispositivos especiales para la
gjecucion de trabajos diversos en las diferentes etapas de la produccién industrial, ya

sea en una posicién fija o en movimiento.

De la Definicién 2.5 debemos hacer notar que cuando nos referimos a reprogramabilidad

y multifuncién se consiguen sin modificaciones fisicas del robot.
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De las definiciones 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 podemos establecer que concuerdan con la acep-
tacién de un robot industrial como un brazo mecénico con capacidad de manipulacién
y que incorpora un control de mayor o menor complejidad. Sin embargo, un sistema
robotizado, es un concepto mas amplio. Este engloba todos aquellos dispositivos que
realizan tareas de forma automatizada, lo cual conduce a una sustitucién importante
del ser humano y puede incorporar uno o varios tipos de robots, siendo esto ultimo lo

mas frecuente.

2.2.2. Tipo de movimiento en las articulaciones de los robots

Una de las principales caracteristicas de un robot industrial manipulador es la de contar
con un brazo mecénico con la capacidad de llevar a cabo distintas tareas. En el extremo
final del robot estd situado el elemento manipulador (comtinmente llamado efector
final), el cual puede estar constituido de diferentes formas acorde a las tareas que
deba llevar acabo. El manipulador tipo pinza es el que se utiliza con mayor frecuencia
debido a que con el se pueden realizar tareas de sujecidén de piezas las cuales pueden
ser depositadas en lugares y posiciones especificas. Otros robots industriales incorporan
herramientas distintas, por ejemplo; una punta de soldador o brazos compactos si han

de transmitir un golpe, etc.
Los brazos de estos robots cuentan con varios eslabones que los unen entre si mediante
articulaciones que pueden ser de dos tipos:
= Articulacion prismatica (P): permite realizar s6lo traslaciones lineales, de avan-
ce o retroceso.
= Articulacion de revolucién o giratoria (R): permite realizar s6lo un movi-

miento de giro.

El brazo de un robot industrial puede incorpora en sus eslabones varios tipos de estas
articulaciones, de tal manera que sus movimientos sean una combinacién con mayor o

menor complejidad entre traslacion y giro.

Un robot industrial puede tener las siguientes estructuras fundamentales:
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> Estructura cartesiana: de configuracién PPP (ver Figura 2.2), esta conformado
por tres articulaciones prisméaticas con ejes perpendiculares y de movimiento lineal
que se realiza a lo largo de dichos ejes. Este tipo como su nombre lo indica utiliza
coordenadas cartesianas (altura, anchura y profundidad) para situar un objeto en

el espacio.

F1GURA 2.2: Robot con movimiento segiin coordenadas cartesianas.

> Estructura cilindrica: de configuracién RPP (ver Figura 2.3), consiste en dos
ejes lineales que se deslizan ortogonalmente entre si los cuales estan montados
sobre una base giratoria. Este tipo de robots utiliza coordenadas cilindricas para

situar un objeto en el espacio.

F1curA 2.3: Robot con movimiento segiin coordenadas cilindricas.

> Estructura esférica: de configuraciones RRP (ver Figura 2.4), consta de dos
articulaciones giratorias y una prismatica. El alcance de un punto en el espacio se
logra mediante un brazo telescopico que se extiende y se retrae a lo largo de su eje,
montado sobre una base giratoria con dos ejes rotacionales independientes. Este

tipo de robots utiliza coordenadas polares para situar un objeto en el espacio.
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FIGURA 2.4: Robot con movimiento segiin coordenadas polares en una estructura esférica.

> Estructura articulada: de configuracién RRR (ver Figura 2.5), este tipo de
estructura también denominada antropomoérfica es la que mas se le asemeja al
brazo humano. Utiliza coordenadas polares para situar un objeto en el espacio y
realiza movimientos similares a los de un robot con estructura esférica mediante

la combinacién de tres giros.

FIGURA 2.5: Robot con movimiento segiin coordenadas polares en una estructura articulada.

2.3. Cinematica de los robots

Un manipulador mecanico (Definicién 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5), puede tomar la forma de un
cuerpo rigido conectado mediante una serie de articulaciones de revolucién o prismaéaticas
(ver Seccién 2.2.2) que es movida mediante actuadores, el cual, puede ser modelado
como una cadena de articulaciones que se encuentran en lazo abierto, es decir, el inicio
de la cadena articulada se encuentra unida a la base mientras que el final de la cadena (el
effector final) se encuentra libre, esto le permite al robot llevar a cabo manipulacion de

objetos o alguna otra tarea de montaje. La orientacién y posicion del brazo articulado
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es consecuencia de los movimientos relativos de cada articulacién. Gran parte de las
aplicaciones de la robdtica, se interesan en el estudio de la descripcién espacial del
efector final del manipulador con respecto a un sistema de coordenadas de referencia

fija.

Cuando se habla de cinematica del brazo de un robot, se refiere al estudio analitico
de la geometria del movimiento en las articulaciones de dicho robot con referencia a
un sistema de coordenadas fijo como una funcién del tiempo, sin tomar en cuenta las
fuerzas/torques que originan el movimiento. De tal manera que se enfoca en la des-
cripcién del desplazamiento espacial que efecttia el robot al transcurrir un determinado
tiempo, en particular las relaciones entre las variables espaciales del tipo articulacién,

la posicién y orientacién del efector final del robot.

El problema de la cineméatica origina dos situaciones esenciales: la primera conocida
como “Problema cinemdtico directo”, mientras la segunda se le conoce “Problema
cinemdtico tnverso”. El problema cinemaéatico inverso se utiliza con maés frecuencia,
que el problema cinematico directo, ya que con él las variables independientes en un
robot son las variables de articulacién y una tarea se suele dar en términos de las
coordenadas de referencia. La Figura 2.6 muestra un diagrama a bloques que indica las
relaciones entre estos dos problemas [9].

Parametros de
los elementos

Angulos de Cinematica Posicion y orientacion
i . — ) -
las articulaciones directa del efector final

Parametros de

111

Angulos de Cinematica
; ) «— : - —————— |
las articulaciones mversa

|
|
|
|
los elementos I
|
|
|

FIGURA 2.6: Relacién entre la cinematica directa e inversa.

Los tipos de movimiento que puede realizar una articulacién (rotacién y traslacién)

con respecto a un sistema de coordenadas de referencia, la posicién del efector final
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es consecuencia del desplazamiento total de las traslaciones y las rotaciones angulares
de todos los elementos. Denavit y Hartenberg [10] propusieron un método sistematico
y generalizado de utilizar algebra matricial para describir y representar la geometria
espacial de los elementos de un brazo con respecto a un sistema de referencia fijo.
Este método utiliza una matriz de transformacién homogénea 4 x 4 para describir la
relacién espacial entre dos elementos mecanicos rigidos adyacentes y reduce el problema
cinematico a encontrar una matriz de transformaciéon homogénea 4 x 4 equivalente que
relaciona el desplazamiento espacial del “sistema de coordenadas” del efector final al
sistema de coordenadas de referencia. Estas matrices de transformacién homogénea son

también ntiles para derivar las ecuaciones de movimiento dindmico de un brazo.

De forma general el problema cinematico inverso puede ser resuelto mediante diferentes
técnicas, las que se utilizan con mayor frecuencia son; la matriz algebraica, métodos

iterativos o geométricos.

A continuaciéon dard de forma breve un planteamiento mas general utilizando matrices
homogéneas 4 x 4 para obtener una solucién de la articulacién para manipuladores

simples.

2.3.1. Cinematica directa

Para desarrollar un método de forma general y sistemaética, se ha utilizado, el &lgebra
de vectores y desarrollo matricial para describir y representar la localizacién de las
articulaciones del brazo de un robot con respecto a un sistema de coordenadas fijo.
Debido a que los elementos del brazo de un robot pueden girar y/o trasladarse respecto
a un sistema de coordenadas de referencia, se establece un sistema de coordenadas

ligado al cuerpo a lo largo del eje de la articulacién para cada eslabén.

El problema cinematico directo se reduce a encontrar una matriz de transformacién
que describa una relacién de un cuerpo ligado al sistema de coordenadas de referencia.
Esto se logra mediante una matriz de rotaciéon de 3 x 3, la cual describe las operaciones
rotacionales del sistema ligado al cuerpo con respecto al sistema de referencia. De esta
manera, es necesario utilizar coordenadas homogéneas las cuales representen vectores de

posicién en un espacio tridimensional asi las matrices de rotacién se amplian a matrices
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de transformaciéon homogénea de 4 x 4 para incluir operaciones de traslacién del sistema
de coordenadas ligado al cuerpo. Esta representacién matricial de un elemento mecénico
rigido para describir la geometria espacial de un brazo fue utilizada por primera vez

por Denavit y Hartenberg [9, 10].

a. Matrices de rotacion

Las matrices de rotacién (una matriz de 3 x 3), puede ser definida como una
matriz de transformacién que opera sobre un vector de posicién en un espacio
Euclidiano, de este modo, transforma sus coordenadas y las expresa en un sistema
de coordenadas rotado como OUVW de un sistema de coordenadas de referencia
OXYZ. La Figura 2.7 muestra ambos sistemas de coordenadas rectangulares, el
primero muestra el sistema de coordenadas de referencia OXYZ (con OX, OY y
OZ como los ejes de coordenadas), el segundo, el sistema de coordenadas OUVW
(con OU, OV y OW como sus ejes de coordenadas), para ambos sistemas el punto

de origen se encuentra en el punto O.

Z
A
AW L

G > >y

X

FIGURA 2.7: Representacion de ambos sistemas de coordenadas ligados a un cuerpo.

Se considera como sistema de coordenadas fijo o sistema de referencia al sistema
compuesto por OXYZ, el cual representa un espacio tridimensional. El sistema
OXYZ sirve como referencia para que el sistema compuesto por OUVW gire en

torno a él. El sistema OUVW se puede considerar fisicamente como el sistema de
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coordenadas ligado al cuerpo rigido, lo cual significa que se encuentra unido al
cuerpo esto es conveniente ya que por ejemplo, en un robot, asi como, en alguna
nave espacial este sistema se mueve junto con él, siendo (i, jy, k;) los vectores

unitarios a lo largo del sistema de coordenadas OXYZ y (iy, jv, kw) para OUVW.

Un punto p en el espacio puede ser representado en ambos sistemas de coorde-
nadas. Para facilitar el andlisis suponga que p estd en reposo y fijo con respecto
al sistema de coordenadas OUVW. Entonces el punto p se puede representar por
sus coordenadas con respecto al sistema OUVW y OXYZ, respectivamente, como:
)T

Puw = (PuyPvy Pw Yy Pxyz = (px>py>pz)T (2.1)

donde pxy: ¥ Puvw SOn representaciones de un mismo punto pero con respecto
a distintos sistemas de coordenadas, el superindice T en una matriz asi como
en un vector hacen notar que se trata de una operacién de transposicion. Las
coordenadas del punto Py, expresadas con respecto al sistema de coordenadas
OXYZ, pueden ser transformadas mediante una matriz R de transformacién 3 x 3,

después de que el sistema de coordenadas ha sido girado se tiene:
Pxyz = Rpuww (2.2)

fisicamente, el punto Py, ha sido girado junto con el sistema de coordenadas

OUVW. Recordando la definicién de las componentes de un vector se tiene

Puvw = puiu +pvjv +Pwkw (2-3)

donde py; py; P- son las representaciones de las componentes del vector p a lo
largo de los ejes OX, OY y OZ, o lo que es lo mismo, la proyeccién del vector
p sobre sus respectivos ejes. de este modo utilizando la definicién del producto
escalar (producto punto) y de acuerdo con la Ecuacién 2.3, se obtiene la expresién

en forma matricial,

px 1.vx : iu ix 'jv ix : kw pu
Py = jy-tu Jyciv Jy-kw Pv (2.4)
Pz ke iy Kz jv Kz - kw Pw
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por lo tanto, al utilizar esta notacién, la matriz R en la Ecuacién 2.2 estd dada
por

bolu ey ke

Jy-lu Jyiv Jykw (2.5)
K-t Kz-jv Kz ku

por lo que de forma anéloga se pueden obtener las coordenadas del punto pyyw

con las coordenadas de pyy:

Puww = pryz (2.6)
esto corresponde a
Pu TN P WY jy iy ks Px
Pv = jveix v 'jy jv-kz Py (2-7)
Pw kw-ix kw-jy Kw-kz Pz

debido a que los productos escalares son conmutativos, se puede decir que la
ecuaciéon 2.5

Q=R T=R' (2.8)

y la ecuacién 2.7
QR=R'R=R'R=13 (2.9)

donde I3 es la matriz identidad 3 x 3.

Las transformaciones en las ecuaciones 2.2 y 2.6, se le llama transformacién orto-
gonal y debido a que en los productos escalares son todos vectores unitarios, es

también ortonormal.

El primer interés en el desarrollo de la anterior matriz de transformacién (Ecua-
cién 2.11) consiste en encontrar las matrices de rotacion las cuales representan
rotaciones del sistema de coordenadas OUVW respecto con cada uno de los dife-
rentes ejes del sistema fijo (sistema de referencia) OXYZ. Si el sistema de coorde-
nadas OUVW tiene una rotacién con un angulo « sobre el eje OX, llegard a una
nueva posicién, por lo tanto, si se considera un punto py,w que tiene coordenadas
(pu,pv,pW)T con respecto al sistema de coordenadas OUVW, dicho punto tendra
diferentes coordenadas (px,py,pZ)T con respecto al sistema OXYZ. La matriz de

transformacioén necesaria para realizar Ry «, se le conoce como matriz de rotacién
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respecto al eje OX con un angulo «. Se puede deducir Ry « del anterior concepto

de matriz de transformacién, es decir,

Pxyz = Rx,ocpuvw (2.10)
tomando como i, =1,
:Lx‘iu ix'].\; i«x‘kw 1 O O
Ryoa = jy-iu dydv oy kw = | 0 cosx —sen«x (2.11)
ky-iy Kz-jv K-k 0 senx cosx

“de manera anéloga” se pueden obtener las matrices de transformacién 3 x 3 con
respecto a los ejes de rotacién OY con angulo ¢ y con respecto al eje de rotacién

OZ con angulo de rotaciéon 0, las cuales son:

cosp 0O send cosx —senx 0
Ryp = 0 1T 0 R.o= | senax cosax 0
—send 0 cosd 0 0 1 (2.12)

a las matrices de rotacion Ry, Ry ¢, R. o se les llama “matrices de rotacion

bdsicas”. El uso de estas matrices se representa de forma gréafica en la Figura 2.8.

b. Matrices de rotacién compuesta

Para representar una secuencia de rotaciones finitas respecto al sistema de coorde-
nadas de referencia OXYZ, las matrices de rotacién bésicas se pueden multiplicar
entre si. Debido a que las multiplicaciones de matrices no son conmutativas, es
necesario conservar el orden en el cual se realizan dichas rotaciones. Es decir si,
se desea realizar una rotacién respecto al eje OX con un angulo «, seguida de
una rotacién con angulo 0, con respecto al eje OZ, por ultimo una rotacién con

respecto al eje OY con un angulo ¢. La matriz que resulta de representar dicha
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FIGURA 2.8: Representacion grafica de las matrices de rotacién.

secuencia de rotaciones es la siguiente:

Coé 0 So co —-S0 O
R — Rg,d)Rz,E)Rx,oc = 0 1 O 89 Ce O
~Sé 0 Co 0o 0 1

CopCO SPpSax—ChpSOCax ChpSOSax+SPpCux
= SO CoCux —COSa
—SpCO SPpSOCax+ChpSax CHCox—SPpSOSx

1 0 0
0 Cax —S«
0 Sax Ca

(2.13)
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donde
Cd = cosd, S = send,
CO = cosb, SO = send,
Cax = cosa, Sau = sena,

Ademas de rotar respecto de los ejes principales del sistema de referencia OXYZ, el
sistema de coordenadas que esta rotando OUVW puede también rotar respecto de
su propio eje principal. En este caso, la matriz de rotacion resultante o compuesta

se puede obtener de las siguientes reglas [9].

1.- Inicialmente ambos sistemas de coordenadas son coincidentes, de aqui que la

matriz de rotacién es una matriz identidad I3.

2.- Si el sistema de coordenadas giratorio OUVW esta girando respecto de uno
de los ejes principales del sistema OXYZ, entonces premultiplicar la matriz

de rotacién previa (resultante) por una matriz de rotacién bésica apropiada.

3.- Siel sistema de coordenadas rotante OUVW esta girado respecto de su propio
eje principal, entonces postmultiplicar la matriz de rotacion previa (resultan-

te) por una matriz de rotacién béasica apropiada.

c. Matriz de rotacién con representaciéon de dngulos de Euler

La forma matricial para la representaciéon del movimiento de un cuerpo rigido
simplifica muchas operaciones, pero son necesarios nueve elementos para describir
completamente esta rotaciéon. Esto conduce directamente a un conjunto comple-
to de coordenadas generalizadas. Este conjunto de coordenadas puede describir
la orientaciéon de un cuerpo rigido en rotacién a través de un sistema de coor-
denadas de referencia y puede ser representado mediante ¢, 0 y b que son los
llamados &ngulos de Euler. Aunque los dngulos de Euler describen la orientacién
de un cuerpo rigido con respecto a un sistema de coordenadas de referencia fijo,
hay muchos tipos diferentes de angulos de Euler. Las tres representaciones mas

utilizadas de los angulos de Euler se muestran en la Tabla 2.1:
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TABLA 2.1: Tres tipos de representacién de dngulos de Euler [9]

Primer sistema de Segundo sistema de Tercer sistema, elevacion,
angulos de Euler angulos de Euler desviacién y giro

Secuencia | ¢ respecto del eje OZ | ¢ respecto del eje OZ 1 respecto del eje OX
de O respecto del eje OU | O respecto del eje OV O respecto del eje OY
rotaciones | \ respecto del eje OW | 1 respecto del eje OW ¢ respecto del OZ

Un movimiento giroscépico puede ser asociado respecto al primer sistema de los
adngulos de FEuler representados en la Tabla 2.1. La representacién de dicho movi-
miento es cominmente nombrado como angulos eulerianos. La Figura 2.9 muestra
las secuencia de rotaciones correspondientes:

1.- Rotacién con respecto al eje OZ, con un angulo ¢, R, ¢

2.- Rotacion con respecto al eje OU, con un angulo 0, Ry ¢

3.- Rotacién con respecto al eje OW, con un angulo 1V, R,y y,

Las matrices de rotacién para los &ngulos Eulerianos son:

Cp =S¢ o|[1 0 o0 Cp —Sp 0
R=R,pRueRwyp=| S Chp 0|0 CoO —so || Sy Cyp 0
0 o0 1]|0 se co 0 0 1

CHCP—SHCOSY —CdSph—SPCOCY  SPhSe
= | SHCPY+ChCOSY —SPHSP+CHCOCY —CdbSO

SOSY SOCY Coe
(2.14)

Otra forma de representacion de angulos eulerianos de la matriz de rotacion Ry g ¢,
mostrada en la Ecuacién 2.14, es con respecto al sistema de referencia el cual
representa una rotacién en los ejes principales de la siguiente forma: rotacién con
respecto al eje OZ con un angulo 1\ seguida de una rotaciéon de un angulo 0 a
través del eje OX y finalmente una rotacion sobre el eje OZ con un angulo ¢.

La Figura 2.10, representa el segundo sistema de representaciones de angulos de

Euler (¢,0,1), el cual corresponde a las siguientes rotaciones:

1.- Rotacién con respecto al eje OZ, con un angulo ¢, R, ¢,
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UHI

FiGURA 2.9: Primer sistema de angulos eulerianos [9].

2.- Rotacién con respecto al eje OV, con un angulo 0, Ry

3.- Rotacién con respecto al eje OW, con un angulo 1V, R,y

La representacién en forma matricial de estas rotaciones es:

Cdp —Sp o][ co o se][cy —sp o
R=R,4RvoRwy=| S& Ch 0 0 1 0 Sy Cp 0
0 0 1][-Se 0 co 0o 0 1

CHCP—SPCOSY —CbSP—SHCOCY  SdSO
— | SOCY+CHCOSY —SbSPY+CHCOCY —ChSO

SOSY SOCY Co
(2.15)

La matriz de rotacién (Ecuacién 2.15) de &ngulos de Euler (R¢g.,), también se
puede especificar con respecto a los ejes del sistema de coordenadas de referencia:
una rotacién con respecto al eje OZ con un angulo 1\ seguido de una rotacién con

angulo O sobre el eje OY y finalmente una rotacién sobre el eje OZ con un dngulo
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F1GURA 2.10: Segundo sistema de &dngulos eulerianos [9].

o.

El tercer conjunto de representaciones de dngulos de Euler mostrados en la Ta-
bla 2.1, pertenecen a las rotaciones que llevan como nombre giro, elevacién y des-
viacién, conocidas por su nomenclatura en inglés como Roll, Pitch, Yaw (RPY).
Este conjunto es utilizado principalmente en la ingenieria aerondutica para el
andlisis de vehiculos espaciales y corresponde a la secuencia de las siguientes ro-

taciones:
1.- Rotacién con respecto al eje OX, con un angulo {, Ry, corresponde a la
desviacion

2.- Rotacién con respecto al eje OY, con un angulo 6, Ry g corresponde a la

elevacion

3.- Rotacion con respecto al eje OZ, con un angulo ¢, R, 4 corresponde al giro



Capitulo 2. Estado del arte 24
La matriz resultante de la secuencia de rotaciones es:
1 0 0 co 0 Seo 1 0 1
R=R;¢RyeRxy=| 0 Cd —Sdb O 1 0 0 Cp =Sy
0 S¢o Co -S6 0 Co 0 S Cy
CopCO CopSOSY—SPpCYPp CPpSOCY 4SSy
=1 S$pCO SPpSOSY+CPpCYP SPSOCYH — ChSYP
—So CosSy CoCuy
(2.16)

La matriz de rotacién Ry ¢y para el giro, elevaciéon y desviacién se puede espe-

cificar en términos de la rotacién respecto de los ejes principales del sistema de

coordenadas de referencia y del sistema de coordenadas giratorio: una rotaciéon

de angulo ¢ respecto del eje OZ seguida por una rotacién del angulo 0 respecto

del eje girado OV y finalmente una rotacién del dngulo respecto del eje OU, estas

rotaciones se representan en la Figura 2.11.

Giro

A R
ols "

% Elevacion

Desviacion

FIGURA 2.11: Tercer sistema de angulos de Euler, giro, elevacién y desviacién [9].

Singularidad Gimbal Lock

Se conoce como “Gimbal Lock” a la pérdida de un grado de libertad. Esta se

produce debido a que la matriz de rotacién final depende del orden de las multi-

plicaciones, ya que eso lleva a la posibilidad que en ocasiones una de las rotaciones
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lleve un eje a confundirse con el otro. Lo cual torna practicamente imposible de-
terminar el 4ngulo en el que un objeto fue girado sobre ese eje, esto conduce al

fen6émeno llamado “Gimbal Lock”.

Por ejemplo; Un objeto se hace girar en siguiente orden Z, Y y X, la rotacién sobre
el eje Y es de 90°. En este caso la rotacién sobre el eje Z se hace correctamente
puesto que es la primera. La rotacién sobre Y se efectia también correctamente.
Sin embargo, después de esta rotacion, el eje X girado se encuentra superpuesto al
eje Z inicial. As{ (ver Figura 2.12), cualquier rotacién alrededor de este nuevo eje
X gira el objeto sobre el eje Z inicial y se vuelve imposible determinar el &ngulo

de rotacién del objeto alrededor del eje X. Tomando como marco de referencia el

Z
+ Giro ($)
o
R,
R=R;RyR,
Ry
C » Y
Ry Elevacion ( 0 )

Desviacion (V)

FicuraA 2.12: Angulos de Euler (Gimbal Lock).

de la Figura 2.12, el problema de “Gimbal Lock” aparece cuando:
= Si R=RRyR; y si la rotacién en Ry ~ 7.
= 81 R=RyRyR; y Ry =0 6 Ry =~ 7 lo que lleva al eje X sobre el eje Z.

d. Coordenadas homogéneas y matriz de transformacion
Como las matrices de 3 x 3 solo dan la posibilidad de representar la rotacién de un

cuerpo, para representar la traslaciéon y el escalamiento de ese cuerpo, es necesario
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introducir una cuarta coordenada o componente del vector, ésta representa la

posicién p = (px;Py;Pz)', en un espacio tridimensional y lo transforma en p =
(wpx;wpy;wpz)T. Se dice que el vector de posicién p se encuentra expresado en

coordenadas homogéneas.

El concepto de una representaciéon en coordenadas homogéneas en un espacio
Euclidiano tridimensional es dtil para desarrollar transformaciones matriciales
que incluyan rotacién, traslacién, escalado y transformaciéon de perspectiva. En
general, la representaciéon de un vector de posicién de N componentes por un
vector de (N + 1) componentes se llama representacién en coordenadas homo-
géneas. La representacién de un vector N-dimensional se efectua en el espacio
(N + 1)-dimensional y el vector fisico N-dimensional se obtiene dividiendo las
coordenadas homogéneas por la coordenada N+ 1 que es w. Asi, en un espacio
tridimensional, un vector de posicién p = (px;py;pz)T se representa por un vector
ampliado (Wpx;wpy;wpz)T. Las coordenadas fisicas se relacionan a las coordena-

das homogéneas como sigue:

wp wp wp
Px = wX py:Ty Pz = wZ

La representacién de vector en coordenadas homogéneas para un espacio tridi-

mensional no es Gnico, ya que en vector de posiciébn p = (px,py,pZ)T, el cual

se encuentra en coordenadas homogéneas, puede ser representado en como: p =
(WiPx, WPy, WiPz,W1)T 6 P = (Wapx, WPy, W2pz,w2)T. De esta forma se puede
ver que se ha introducido la cuarta componente de las coordenadas homogéneas
w, esta se refiere a un factor de escala. Por lo tanto, si esta coordenada w es la
unidad (w = 1), entonces las coordenadas fisicas del vector son las mismas que las
coordenadas homogéneas transformadas. Este factor de escala es muy tutil para
aplicaciones de informatica grafica y se le conoce como “factor de escala univer-
sal” y puede tomar cualquier valor positivo. En aplicaciones de robética, w =1,

debido a que los las eslabones no sufre ningtn escalamiento.

Un vector de posicién que se encuentra expresado en coordenadas homogéneas
puede ser transformado de un sistema de coordenadas a otro, mediante la matriz
de transformacién homogénea, la cual es una matriz de 4 x 4. Una matriz de trans-

formacién homogénea puede ser considerada como cuatro diferentes submatrices:
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Matriz de | Vectorde
R3x3 | P3xi rotacion | posicion
T=| - | — |= S [ — (2.17)
fixa | 1Tx1 Transformacion | Escala
de perspectiva | |

Cada una de las submatrices tiene una funcién especifica. La submatriz superior
izquierda es de 3 x 3 la cual representa una matriz de rotacién, la submatriz
superior derecha es de 3 x 1 representa el vector de posicién con respecto al origen
del sistema de coordenadas rotado con respecto al sistema de coordenadas de
referencia, la submatriz que representa la perspectiva se encuentra en la parte
inferior izquierda es de dimension 1 x 3, el factor de escala se encuentra en la parte
inferior derecha y es un escalar. En robética el uso de la matriz de transformaciéon
homogénea es representar la relaciéon geométrica que existe entre el sistema ligado

al cuerpo OUVW y el sistema de coordenadas de referencia OXYZ.

Si se tiene un vector de posicién p en un espacio tridimensional, el cual esta
expresado en coordenadas homogéneas (es decir, P = (px, Py, Pz, | )T), por lo tanto,
utilizando el concepto de matriz de transformacién, una matriz de rotacién de
3 x 3 se puede ampliar a una matriz de rotacién homogénea de 4 x 4 T.o¢, para
operaciones de rotacién pura. de este modo las ecuaciones 2.11 y 2.12, se expresan

como matrices de rotacién homogénea de la siguiente forma:

1 0 0 0 cosp 0 send O

0 cosax —sena O 0 1 0 0
Toa= Ty =

0 senax cosx O —send 0 cosd O

0 0 0 1 0 0 0 1

(2.18)

cos® —sen® 0 O

sen@ cos® 0 O
TZ,GZ

0 0 1 0
0

0 0

Las matrices de rotacién de 4 x 4 expresadas en la Ecuacién 2.18, se llaman ma-
trices de rotacion homogéneas bdsicas.

Como se menciono en la Ecuacién 2.17 la submatriz que se encuentra en la parte
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superior derecha 3 x 1 que se encuentra dentro de la matriz de transformacién ho-
mogénea, representa el efecto de trasladar el sistema de coordenadas OUVW que
tiene ejes paralelos al sistema de coordenadas de referencia OXYZ, con la diferen-
cia que en el origen estd en (dx, dy, dz) con respecto al sistema de coordenadas

de referencia.

Tiras = (2.19)

Esta matriz de transformacion 4 x 4 se le llama matriz de traslacién homogénea

bdsica.

La submatriz que se encuentra en la parte inferior izquierda de la matriz de
transformacién homogénea representa la transformacién de perspectiva, la cual
es util para aplicaciones de visién por computadora y calibracién de modelos de

camara.

Los elementos que se encuentran en la diagonal principal de la matriz de transfor-
macién homogénea producen escalado global y local. Los primeros tres elementos

diagonales de esta matriz producen un alargamiento o escalado local, es decir:

a 0 00 X ax
O b 0O b
L S (2.20)
0 0 c O z cz
000 T[T | 1 |

los valores de la coordenadas se alargan mediante los escalares a, b y c, respecti-

vamente.

Se puede observar que las matrices de rotacién bésica, Tot, no producen ningin
efecto de escalado global. El cuarto elemento de la diagonal tiene como propésito

realizar un escalado global del sistema, de la siguiente forma:

1 0 0 0 X X
01 00
Yo (2.21)
0 010 z z
_OOOs__]_ | s |
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donde s > 0. Las coordenadas cartesianas fisicas del vector son:

z S

o Pz=g, WEC (2.22)

Px =

X
g) Py =

El
s
el cuarto elemento de la digonal de la matriz de transformacién homogénea tiene el
efecto de reducir globalmente las coordenadas si s > 1 y de alargar las coordenadas

si0<s<].

Resumiendo, una matriz de transformacién homogénea 4 x 4 transforma un vector
expresado en coordenadas de transformacién homogénea con respecto al sistema

OUVW en el sistema de coordenadas de referencia OXYZ, esto con w=1.

ﬁxyz — Tﬁxyz (2.23)
[ Ny Sx ax Py ]
Ny Sy ay P n s a P
He | v %Y S Ty (2.24)
n, s, a; P, 0 0 0 1
0 0 0 1 |

Para obtener una matriz de transformacién homogénea, las matrices de rotacién y
traslaciéon pueden ser multiplicadas de forma simultanea obteniendo de este modo

una matriz T.

T3(p) = A (p1)AS(p2) ... AN (pn) (2.25)

Debido a que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, es necesario tener
un bien definido el orden en el que serdn realizadas estas multiplicaciones. A
continuacién se presentan algunas algunas reglas ttiles para determinar la matriz

de transformacién homogénea compuesta [11]:

a) Inicialmente ambos sistemas de coordenadas son coincidentes, ya que la ma-

triz de transformaciéon homogénea es una matriz identidad 4 x 4, 14.

b) Si el sistema de coordenadas rotante OUVW esta rotando/trasladandose res-
pecto de los ejes principales del sistema OXYZ, entonces premultiplicar la
matriz de transformacién homogénea previa (resultante) por una matriz de

traslacién /rotacién bésica apropiada.
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c) Siel sistema de coordenadas rotante OUVW esta rotando/trasladandose res-
pecto de su propio eje principal, entonces postmultiplicar la matriz de trans-
formacién homogénea (resultante) por una matriz de rotacién/traslaciéon bé-

sica apropiada.

e. Eslabones, articulaciones y sus parametros

De acuerdo con las definiciones dadas en la Seccién 2.2.1 y la Seccién 2.2.2, un
manipulador mecanico consiste en una secuencia de cuerpos rigidos, llamados
eslabones (elementos), conectados mediante articulaciones que pueden ser del tipo
prisméticas o de revolucién (ver Figura 2.13). Cada conjunto de articulacién con

eslabén constituyen un grado de libertad. Por lo tanto se establece que para un

Eslabén 2

Articulacién 3

e
Eslab(bn 3

Eslabon 4

Articulacién 5

/4 Eslabén 5
794 Eslabon 6  Artticulacion 6

FIGURA 2.13: Articulaciones y elementos de un Robot PUMA [12].

manipulador con NN grados de libertad existen IN de articulacién-eslabén con un
enlace 0 (no considerado parte del robot), que se encuentra ligado a un soporte
base en el que se establece un sistema de coordenadas inercial para el sistema
dindmico, en el que el ultimo elemento es el efector final que se encuentra unido
a la herramienta (ver Figura 2.14 ). La forma en la que se encuentran numerados
los elementos desde dentro hacia afuera comenzando en la base, teniendo como
resultado, la articulacién 1 como el punto de la conexién entre la base y el eslabén
1, cada uno de los eslabones se conecta maximo con otros dos, asi no se forman

lazos cerrados.

En general, dos eslabones se conectan mediante un tipo de articulaciéon que tiene

dos superficies deslizantes, una sobre la otra, mientras permanecen en contacto.
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Base fija

Efector final

FIGURA 2.14: Articulaciones y elementos de un robot [12].

Para establecer el eje de una articulacién se acoplan dos eslabones (para la arti-
culacién 1), este eje tendra dos normales conectadas a él las cuales corresponden
a cada uno de los eslabones. La posicién relativa de tales eslabones conectados
(elemento i—1 y elemento i) viene dada por b;, que es la distancia medida a lo
largo del eje de la articulacion entre las normales. El angulo de articulacién 0;
entre las normales se mide en un plano normal al eje de la articulacién. De aqui
que b; y 0; se puede llamar la distancia y el &ngulo entre los eslabones adya-
centes, respectivamente (ver Figura 2.15)y determinan la posicién relativa de los
eslabones vecinos.

£,

Articulaci6n i

"
Z i Zi +1

Bilibén i /

/ Articulacién i + 1

Z_, Eslab6n i— 1

\ Articulacién i — 1

FIGURA 2.15: Sistema de coordenadas de eslabones y sus parametros [9].
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Un eslabén i (i=1,...,n) se conecta con a otros dos eslabones i—1 e i+ 1; de este
modo se establecen dos ejes de articulacién en ambos extremos de la conexién. Un
eslabon desde la perspectiva cinematica, es mantener una configuracién fija entre
sus articulaciones, que es caracterizada por dos pardmetros: a; y «;. El pardmetro
a; es la distancia mas corta medida a lo largo de la normal comin entre los ejes
de la articulacion, y «; es el &ngulo medido entre los ejes de articulaciéon medidos
en un plano perpendicular a «;. Asi a; y «; se pueden llamar longitud y dngulo
de torsion del eslabdn i respectivamente y determinan la estructura del eslabén
i.

En general, se asocian cuatro parametros ai, «i, b; y 0; a cada eslab6on de un

manipulador.

La representaciéon Denavit-Hartemberg

Para describir la relacion traslacién y rotacién entre eslabones adyacentes, Dena-
vit y Hartenberg [10] propusieron un método matricial para establecer de forma
sisteméatica un sistema de coordenadas (sistema ligado al cuerpo) para cada esla-
bén de una cadena articulada. La representaciéon de Denavit-Hartenberg (D-H)
resulta en una matriz de transformacién homogénea 4 x 4 que representa cada
uno de los sistemas de coordenadas de los eslabones en la articulacién con respec-
to al sistema de coordenadas del eslab6n previo. Asi, mediante trasformaciones
secuenciales, las coordenadas del eslabon final se puede transformar y expresar
en coordenadas de la base que constituyen el sistema inercial de este sistema
dindmico.

Se puede establecer en los ejes de articulacién de cada eslabdén un sistema de
coordenadas cartesiano ortonormal (xi,yi,zi), donde i =1,2,...,n (n = nime-
ro de grados de libertad), mas el sistema de coordenadas de la base. Como una
articulacion giratoria tiene solamente un grado de libertad, cada sistema de coor-
denadas (xi,Yi,z;) del brazo de un robot corresponde a la articulacién i+ 1 y esta
fija en el eslabon i. Cuando el actuador de la articulacién activa la articulacién
i, el eslabén i se movera con respecto al eslabén i— 1. Como el sistema de coor-
denadas i—ésimo esta fijo en el eslabdén i, se mueve junto con el eslabén 1. Asi
pues, el sistema de coordenadas n-ésimo se mueve con el efector final (eslabén n).

Las coordenadas de la base se definen como el sistema de coordenadas numero 0
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(x0,Y0,20), que también es el sistema de coordenadas inercial del brazo. Asi, para
un brazo como el PUMA de seis ejes (véase Figura 2.13), se tiene siete sistemas

de coordenadas, representadas con (xo,Y0,20), (X1,Y1,21)y- -+, (X6, Ygy Z6)-

Cada sistema de coordenadas se determina y establece sobre la base de tres reglas:

1.- El eje z;_1 yace a lo largo del eje de la articulacién.
2.- El eje x4 es normal al eje z; 1 y apunta afuera de él.

3.- El eje y; completa el sistema de coordenadas dextrégiro segiin se requiera.

Mediante estas reglas, uno es libre de escoger la localizacién del sistema de coor-
denadas O en cualquier parte de la base soporte, mientras que el eje zy esté a
lo largo del eje de movimiento de la primera articulacion. El ultimo sistema de
coordenadas (el n-ésimo) se puede colocar en cualquier parte de la mano, mientras

que el eje x,, sea normal al eje z, 1.

La representacién D-H de un eslabén rigido depende de cuatro parametros geo-
métricos asociados a cada eslabdén, que describen completamente cualquier arti-
culacién prismatica o de revolucion. Con referencia en la Figura 2.14, estos cuatro

pardmetros se definen como [1]:

0; es el angulo de la articulacion del eje x; 1 al eje x; respecto del eje z; i

(utilizando la regla de la mano derecha).

b; es la distancia desde el origen del sistema de coordenadas (i-1)-ésimo hasta

la interseccion del eje z; 1 con el eje x4 a lo largo del eje z; 1.

ai es la distancia de separaciéon desde la interseccién del eje z; 1 con el eje x;
hasta el origen del sistema i-ésimo a lo largo del eje x; (o la distancia mas

corta entre los ejes z;_1 ¥ z;).

o es el angulo de separacién del eje z;_1 al eje z; respecto del eje x; (utilizando

la regla de la mano derecha).

Para una articulaciéon giratoria, b; a; y «; son los pardmetros de articulacion y
permanecen constantes para un robot, mientras que 0; es la variable articulacién
que cambia cuando el elemento i se mueve (o gira) con respecto al elemento i—1.

Para una articulacién prismatica, 0; a; y «; son los pardmetros de la articulacion
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y permanecen constantes para un robot, mientras que b; es la variable de la

articulacién.

Segun la representaciéon de D-H, escogiendo adecuadamente los sistemas de coor-
denadas asociados a cada eslabén, serd posible pasar de uno al siguiente mediante
4 transformaciones basicas que dependen exclusivamente de las caracteristicas
geométricas del eslabon. Estas transformaciones béasicas consisten en una suce-
sién de rotaciones y traslaciones que permiten relacionar el sistema de referencia
del elemento 1 con el sistema del elemento i— 1. Las transformaciones en cuestién

son las siguientes:

a) Rotaciéon alrededor del eje z;_; un &ngulo 0

b) Traslacién a lo largo de z;_1 una distancia b; a través del vector b; (0,0,b;)

c) Traslacién a lo largo de x; una distancia a; a través del vector a; (0,0, a;)
)

d) Rotacién alrededor del eje x; un angulo o4

La transformaciéon del sistema de coordenadas resultante es resultado de la mul-
tiplicacion de las matrices correspondientes. De tal modo se obtiene la matriz de

transformacion A{q para cada eslabén, de la siguiente forma:

(co —so0oo0|[1000][1T00 [T 0 o0 o
A1 | S8 Co 00ffo1 000100 0 Cax —Sa O
' 0 0 10|00 1 b|]lO0O0T1 0 0 S« Coa 0

0 0 o1f[0oo0o0 1]]O 1 00 0 1

[ CO; —CouSO; SaiSO;  a;CO; |
- S0; CoyCO; —SoiCO; a;S6;
o Sa Cco by
0 0 0 1
(2.26)

donde 0;, ai, bi, «; son los pardmetros D-H del eslabén i. Basta con identificar
dichos pardmetros para obtener las matrices A y relacionar asi todos y cada uno

de los eslabones del robot.

Algoritmo Denavit-Hartemberg para la obtenciéon de un mo-
delo cineméatico directo
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Segin [1] el algoritmo establecido por Denavit-Hartemberg, tiene el siguiente or-

den:

D-H 1.

D-H 4.
D-H 5.

D-H 7.
D-H 8.
D-H 9.

D-H 10.

D-H 11.

D-H 12.

D-H 13.

Numerar los eslabones comenzando con 1 (primer eslabén mévil de la cadena)
y acabando con n (ltimo eslabén mévil). Se numerard como eslabén 0 a la

base fija del robot.

. Numerar cada articulacién comenzando por 1 (la correspondiente al primer

grado de libertad) y acabando en n.

. Localizar el eje de cada articulacién, si ésta es rotativa, el eje serd su propio

eje de giro, Si es prismaética, serd el eje a lo largo del cual se produce el

desplazamiento.
Para i de 0 a n—1 situar el eje z; sobre el eje de la articulacién i+ 1.

Situar el origen del sistema de la base {Sy} en cualquier punto del eje zy. Los

ejes xo e Yo se situardn de modo que formen un sistema dextrogiro con zy.

. Para i de 1 a n—1, situar el sistema {S;} (solidario al eslabén i) en la in-

terseccion del eje z; con la linea normal comin a z;;_1) y zi. S1 ambos ejes
se cortasen se situaria {S;} en el punto de corte. Si fuesen paralelos {S;} se
situaria en la articulacién i+ 1.

Situar x; en la linea normal comtn a zi_1) ¥ zi.

Situar y; de modo que forme un sistema dextrogiro con x; y z;.

Situar el sistema {S} en el extremo del robot de modo que z, coincida con
la direccion de z(;,—1) ¥ Xn sea normal a ziy_1) ¥ Zn.

Obtener 6; como el angulo que hay que girar en tomo a z(,,_1) para que x(i_1)
y xi queden paralelos.

Obtener d; como la distancia, medida a lo largo de z(,_1), que habria que
desplazar {S(;_1)} para que x; ¥ x(i_1) quedasen alineados.

Obtener a; como la distancia medida a lo largo de x; (que ahora coincidiria
con x(i_1)) que habria que desplazar el nuevo {S(;_;)} para que su origen
coincidiese con {S;}.

Obtener a; como el dngulo que habria que girar en torno a x; (que ahora

coincidirfa con x(;_1), para que el nuevo {S(;_1)} coincidiese totalmente con

{Sh
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D-H 14. Obtener las matrices de transformacion Ai_] definidas en la Ecuacién ?77.

D-H 15. Obtener la matriz de transformacién que relaciona el sistema de la base con

el sistema del extremo del robot T =A%, Al . AZ"T.

D-H 16. La matriz T define la orientacién (submatriz de rotacién) y posicién (sub-
matriz de traslacién) del extremo referido a la base en funcién de las n

coordenadas articulares.

este es un ejemplo del uso del algoritmo D-H para un robot de 6 GDL. la Tabla 2.2

FIQURA 2.16: Robot IRB6400C [1].

representa los pardmetros Denavit-Hartemberg para un robot IRB6400C de la

empresa ABB.

TABLA 2.2: Representacién D-H del robot IRB6400C [1]

Articulacién 0; bi a o
1 04 0o 0 —9
2 0, [ 0 920
3 0;—920 0 1L, 90
4 04 -3 0 =90
5 05 0 0 90
6 06 Iy 0 0
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2.3.2. CinemAtica inversa

El problema cinematico inverso es usado con mayor frecuencia [12], sin embargo, asi
como para la cinematica directa (Seccién 2.3.1 )existe un método sistematico para la
obtencién de las ecuaciones que representan la configuracién de las articulaciones del
robot, en el caso de la cinematica inversa no existe un método con el cual se garan-
tice la obtencién de esas ecuaciones. Existen algunos procedimientos con los cuales se
puede dar un acercamiento para la obtencién de las ecuaciones, aunque estos dependen

fuertemente de la configuracién del robot.

Para el caso de la cinemaética inversa existen algunas razonas por las cuales este problema

es mas complejo, algunas de estas razones son [11, 12]:

= Generalmente las ecuaciones a resolver son no lineales y no siempre es posible

encontrar una solucién cerrada
» BExisten multiples soluciones

= Existen infinitas soluciones, por ejemplo en la redundancia cinematica del mani-

pulador

» La solucién podria no ser admisible debido a la estructura del manipulador

Se garantiza una solucién solo si la posicién y orientacion del efector final dados perte-
necen al espacio de trabajo derecho. Por otra parte el problema de multiples soluciones
no solo depende del numero de grados de libertad, sino también en el numero de pa-
rametros DH no nulos, en general, entre mayor sea el numero de pardmetros no nulos,

mayor sera el numero de soluciones admisibles.

Por ejemplo, para un manipulador de seis grados de libertad sin restricciones mecanicas
en los limites articulacién, en general, existen mas de 16 soluciones admisibles, lo cual
demanda un mayor criterio al momento de elegir entre las soluciones admisibles (por
ejemplo, configuracién de codo elevado y configuracién de codo abajo ver Figura 2.16).
Cuando existen restricciones mecéanicas de limite en las articulaciones, el numero de

soluciones multiples admisibles se reduce debido a la estructura real.
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Codo
arriba

=~ ¢

\\‘“O/’/? Codo

abajo

FIGURA 2.17: Soluciones Admisibles de configuracién [12].

El calculo de soluciones cerradas, requieren del la intuicién algebraica para encontrar el
significado de las ecuaciones que contienen las incégnitas o de la intuicién geométrica
para encontrar el significado de los puntos en la estructura para decidir con base en cual
método es conveniente expresar la funcién de la orientacién y posicién en un numero
reducido de incégnitas. Por otra parte cuando no existe una solucién cerrada para el
problema cinematico inverso, podria ser conveniente recurrir a técnicas de solucién nu-
méricas, ya que estas técnicas tienen la ventaja de ser aplicables a cualquier estructura
cinematica, aunque en general estas no permiten el calculo de todas las soluciones admi-
sibles. Debido a que es dificil encontrar una solucién general para un manipulador con
estructura arbitraria, las soluciones de cinematica inversa para la posicién se presentan

respecto a estructuras dde robots especificas, como se explicard a continuacién.
Generalidades de la cinematica inversa

Para dar inicio a la solucién de la cinematica inversa se puede establecer lo siguiente;

dada una matriz de transformacién homogénea 4 x 4

R O
H= (2.27)
0 1

para encontrar todas la soluciones de la ecuacién,
Tg(ph-")pn) =H (2'28)

donde
Tg(p],...,pn) :Aﬂ:)]...Anqn (2.29)
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donde, H representa la posicién y orientacién deseada del efector final y la pregunta es,

para encontrar las ecuaciones de las articulaciones p1,...pn, tal que Tﬁ(m yeeryPn) = H.

De tal manera la Ecuacién 2.28 resulta en doce ecuaciones no lineales, con n incégnitas,

las cuales pueden ser escritas de la siguiente forma;
Tij(p1)--°>pn):hij) 121,2,3, j:],...,4 (2.30)

donde Tjj, hy; representan las doce ecuaciones no lineales, esto debido a que la ultima fila
de TT? y Hes (0,0,0,1), es decir, cuatro de las ecuaciones que representa Ecuacién 2.28

son triviales.
Desacoplo cinematico

Aunque el problema cinematico inverso es bastante dificil, resulta que para manipulado-
res que cuentan con seis articulaciones, con las ultimas tres en un punto de interseccién,
es posible realizar un desacoplo de la cinematica inversa, lo cual convierte el problema,
en dos simples problemas conocidos como; la cinemdtica tnversa de posicion y la

cinemdtica 1nversa de orientacion.

De este modo, para un manipulador con seis grados de libertad con efector final (mu-
fleca) con articulacién esférica, la solucién al problema cinemdtico inverso, puede ser
desacoplado (separado), en dos problemas mas simples, los cuales, en primera instancia
busca encontrar la posicién de la interseccién con el eje de la muifieca, llamado centro

de la muifieca, y posteriormente encontrar la orientaciéon de la muifieca.

De forma concreta se permute suponer que existen exactamente seis grados de libertad
y que los dltimos tres ejes se unen en la intersecciéon de la mufieca. Por lo tanto la Ecua-

cién 2.28 representa dos conjuntos de ecuaciones, las de rotacion y las de orientacién.

R(p1,...,P6) =R (2.31)
Og(Ph-.-,Pd =0 (2'32)

donde O y R son la posicién y la orientacién deseada del efector final, expresados
con respecto al sistema de coordenadas de referencia. Por lo tanto, dados O y R, y el

problema de la cinemaética inversa es resolver las ecuaciones para (i,...,(s. El asumir
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que la articulacién de la muileca es esférica, significa que los ejes z3, z4 y z5 tienen
interseccién en O, y por lo tanto, el origen para O4 y O5 asignados por la convencién
DH siempre podran estar en el centro de la mufieca O.. En algunas ocasiones el centro
de O3 puede también estar en O, aunque este no necesariamente tenga un desarrollo
posterior. El punto importante de esta suposicién para la cinematica inversa es que el
movimiento de los tres altimos eslabones sobre estos ejes no va a cambiar la posicién
de O, y por lo tanto, la posiciéon del centro de la muileca esta en funcién de sélo los

tres primeros eslabones.

El origen del efector final (cuyas coordenadas deseadas estdn dadas por O) se pude
obtener mediante la translaciéon de una distancia bg a lo largo de z5 a partir de Oc.
Los manipuladores que tienen el eje en el centro de la mufieca generalmente tienen
coincidencia entre el eje z5 y zg, por lo tanto, la tercera columna de R representa la

direccién de zg con respecto al sistema de referencia de la base. Entonces, tenemos

0
O0=0%+bgR | 0 (2.33)
1

De tal manera, la intencién de tener el efector final del robot en el punto con coordenadas
dadas por O y con la orientacién del efector final dada por R = (1), es necesario y

suficiente que el centro de la muifieca O. tenga coordenadas dadas por

0
02=0—-bgR | 0 (2.34)
1

y la orientacién de la estructura correspondiente a Og xg Yg zg con respecto a la base esta
dada por R. Si los componentes de posicion del efector estdn denotados por Oy Oy O,
y los componentes del centro de la muiieca O, se encuentran denotados por x. y. zc,

por lo tanto las relaciones estdn dadas por

Xc Ox—ber13
Ye | = Oy —bgras (2.35)

Zc O, —ber3;3
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Usando la Ecuacién 2.35 se encuentran las variables de las primeras tres articulaciones.
Esto determina la transformacién de la orientacién Rg ya que esta solo depende de
las tres primeras articulaciones. Con esto la orientacién del efector final se determina

relativamente de la estructura O3 x3 y3 z3 de la expresion
R =RIR} (2.36)

como

R:=R})'R=RYR (2.37)

Por lo tanto, los tres dngulos de las articulaciones finales entonces se puede encontrar
como un conjunto de &ngulos de Euler correspondientes a Rg, Teniendo en cuenta que
el lado derecho de la Ecuaciéon 2.37 se conocen por completo, dado que R es dada y Rg
se puede calcular una vez que se conocen las tres primeras variables conjuntas. La idea

del desacoplamiento cinematico se ilustra en la Figura 2.18.

F1GURA 2.18: Desacoplo Cinematico [13].

Solucién Algebraica

La determinacién de la cinematica inversa utilizando el método de solucién algebraica,
consiste en generar ecuaciones como el nombre del método lo dice que puedan ser solu-
cionadas de forma algebraica, generando sistemas de ecuaciones que puedan determinar

las posiciones y orientaciones del manipulador.
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Para el caso de la solucion algebraica, se considera el brazo de la Figura 2.19, en el cual
lo que se busca es encontrar los dngulos de las articulaciones (07, 02, y 03) las cuales

corresponden a la orientacion y posicién determinadas para el efector final.

FIGURA 2.19: Brazo planar de 3 articulaciones [12].

como se observar la Figura 2.19 se pueden obtener estas ecuaciones que definen los

puntos de las articulaciones

b=01+06,+063 (2.38)
Px = @1€1 +azC12+ azci3 (2.39)
Py = @181+ a2812+a3s123 (2.40)

como se puede ver en las ecuaciones anteriores, son de tipo no lineal en los &ngulos de
las articulaciones 01, 0, y 03. Ademas, el problema de la cinematica inversa se convierte
en problema menos complejo a través de la subdivision de tarea, es decir, el efector final
se orienta una ves que se ha posicional la mufieca W mostrado en la Figura 2.19. Las

coordenadas que se tiene en W son wy y wy. por lo tanto las ecuaciones 2.38, 2.39 y
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2.40 se pueden expresar de la siguiente forma

$=061+62+03 (2.41)
Px = a1€1 +az€C12+ azci23 (2.42)
Py = @181+ azs812+as3si23 (2.43)

2.4. Los cuaterniones en la robdtica

Esta seccién tiene el objetivo de mostrar de forma breve el uso del dlgebra de cuaternio-
nes y el impacto que su uso ha tenido para el modelado de aplicaciones en la robética. El
algebra de cuaterniones, como se habia mencionado en el Capitulo 7?7, fue desarrollada
por Sir William Hamilton en el afio de 1843, sin embargo no fue sino hasta la década de
los 60’s del siglo XX cuando se empezaron a aplicar en la dindmica de cuerpos rigidos.
Es importante mencionar que tal aplicacién no se realizaba de una manera sistemaética,
puesto que el algebra de cuaterniones utilizada era una extensién formal no rigurosa

del 4lgebra de los niimeros complejos [14].

Actualmente el estudio del algebra de los cuaterniones ha trascendido, sin embargo, el
modelado tridimensional de rotaciones y traslaciones de la cinemaética de robot es co-
munmente realizado usando matrices de transformacién homogénea o dngulos de Euler.
Por otra parte, el uso de cuaterniones como operadores espaciales, comparado con la
matriz de transformacién homogénea, muestra mas eficacia en el término computacional

y la economia de almacenaje [15].

La parametrizacién de la orientacién usando angulos de Euler requiere de méas opera-

ciones aritméticas, comparada con el uso de cuaterniones (Tabla 2.3).

TaBLA 2.3: Complejidad computacional: Cuaterniones vs Angulos de Euler [16]

Cuaterniones Angulos de Euler

9 elementos
Representacién de la rotacién 4 Elementos (16 elementos si las coordenadas
homogéneas son usadas)

Composicién de la rotacién 16 multiplicaciones 27 multiplicaciones y
y dos adiciones 18 adiciones
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Ademas de la orientacién de cuerpos rigidos, muchas identidades 1tiles que pertenecen
a multiplicaciones de cuaterniones, son generalizadas. El espacio del cuaternién incluye
el espacio vectorial de 3D, las cantidades fisicas relacionadas con rotaciones, asi como
el desplazamiento angular, la velocidad, aceleracién y el momento. Sus expresiones son

derivadas en el espacio del cuaterniéon [17].

El &lgebra de cuaterniones se basa en el uso del cuaternién unitario, el cual, es una
representaciéon de cuatro pardmetros con una constante. Por lo tanto, es la dimensio-
nalidad més baja posible para una representaciéon a escala mundial no singular de la

orientacién [17, 18|.

Se puede sistematizar el uso de los cuaterniones en la parametrizaciéon de las ecuaciones
de equilibrio cinematico y dinamico de los movimientos de los cuerpos rigidos a través de
funciones llamadas hipercomplejas [19]. Las propiedades del cuaternién se desarrollaran

de forma maés completa en los siguientes capitulos.

La conclusién dibujada y a la que se pretende llegar en este trabajo es demostrar que
la representacién de la cinematica con cuaterniones es mas eficiente, mas compacta y
mas elegante que la matriz de transformacién homogénea. En el Capitulo 2 se dard una
amplia explicacién de las caracteristicas mas importantes para el uso de cuaterniones y
en el Capitulo 3 se desarrollard el modelo matematico de las rotacionales que se puedan

emplear para modelar la cinematica de robots.



Capitulo 3

Fundamentos matematicos de los

cuaterniones

En este capitulo se desarrollara el algebra de cuaterniones con el fin de establecer
las bases que se requieren para la obtencién de modelo matematico que describa la

cinematica del robot IRB 1600.

3.1. Historia del algebra de cuaterniones

El objetivo de Hamilton era generalizar los ntimeros complejos de algin modo que
pudieran ser aplicados al espacio tridimensional. para lo cual extendi6 esta notaciéon a
los cuaterniones y escribi6 los resultados en los libros “ Elements of Quaternions” [20]
y “Lectures on quaternions” [21]. En contexto con los cuaterniones es posible pensar en
los niimeros reales como una parte esencial de los niimeros hiper-complejos de rango
1 tomando en cuenta que los ntmeros reales satisfacen las propiedades de campo bajo
la suma o producto ordinario, aunado a esto, también se puede decir que los ntmero
complejos ordinarios forman parte de un ntmero hiper-complejo de rango 2, tomando
el nimero real como un subconjuto del numero complejo del cual la parte imaginaria

es cero, el nimero complejo también satisface las propiedades de campo.

Cualquier conjunto de ntimeros hiper-complejos con un rango mayor de 2 no satisface

las propiedades de campo. Fue este hecho el que preocupd y constituydé un obstaculo

45
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a aquellos matematicos que buscaban rangos méas altos de extensiones sugeridas por la

aceptaciéon gradual de los ntimeros complejos enR?.

Debido a que los nimeros complejos constan de dos partes, las cuales una es simple-
mente un ntmero real ordinario y otra es la parte imaginaria. Hamilton concluyo que
necesitaba un complemento para la parte imaginaria, asi llego al desarrollo de un siste-
ma que consta de “tres partes imaginarias” para posterior meta llamarla “dlgebra de

cuaterniones”.

Hamilton introdujo el concepto de nimero complejo como un algebra formal de pares de
numeros reales con operaciones de adiciéon y producto definidos como en la actualidad.

de forma siguiente:

(x1,y1)+ (x2,y2) = (x1+x2,y1+Y2)
Alx1,y1) = (Ax1,Ay2)
(x1,91)(x2,9y2) = (x1%2—Y1Y2,X1Y2 +Y1x2)

Por analogia con los ntimeros complejos, Hamilton se pregunté si seria posible hacer lo
mismo para tripletas de niimeros lo que habia hecho para dobletes o pares de niimeros
reales [22], asi de esta forma, concibi6é que para describir una rotacién seguida de un
escalamiento es necesario de cuatro paramentos. Un niimero describe el escalamiento,
otro el ntmero de grados a ser rotado, mientras que los 1ltimos dos el plano en el
cual el vector debera girar. Hamilton descubrié un producto cerrado de nimeros hiper-

complejos de rango 4 de la forma:
. . 2 22 1,2 _an,
ix+jy+kz, donde, i"=j =k"=ijk=-1

a este nimero complejo de R* lo nombro cuaternidn.

Finalmente, atin cuando los nimeros hiper-complejos de rango cuatro pueden ser defi-
nidos a través de n, pocos usos han sido encontrados para los niimeros hiper-complejos
de rango n > 4. Ya que nuestro interés es el area de la robética y para una variedad
de aplicaciones dindmicas que implica rotaciones, restringiremos la atencién en los nai-
meros hiper-complejos de rango 4, los cuales como se ha dicho tienen el nombre de

cuaterniones y seran empleados como operadores de rotacion.
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En el conjunto de cuaterniones, con las operaciones de adicién y producto, se forma
un sistema matemaéatico llamado anillo, o de forma maés precisa, un anillo de divisién
no conmutativa. Esto tltimo simplemente acentiia el hecho de que el producto entre
cuaterniones en general es no conmutativo y que existe el inverso multiplicativo, como

es usual para cada elemento diferente de cero en el conjunto.

3.1.1. Definicién de cuaternion

Un cuaternién representa una forma alternativa de representar rotaciones a través de
cualquier eje, para este caso y para facilitar la identificacién de los cuaterniones, éstos
serdn denotados por las letras p, q o r. En particular serdn usadas las letras i, j y k para
hacer referencia a las bases ortonormales en R3. Los vectores en el espacio generalmente
son escritos como la triada de ntimeros reales o escalares, las bases ortonormales pueden

ser escritas de la siguiente forma:

i=(1,0,0)
j=1(0,1,0) (3.1)
k=(0,0,1)

ahora como su nombre lo indica, un cuaternién puede ser considerado como un cuadru-

ple de ntimeros reales, es decir como un elemento de R* y puede ser descrito como:

q=1(90,91,92,93) (3.2)

donde qo,q1,q2 ¥ q3 son numeros reales o escalares.

También puede ser adoptada una forma alternativa para la representacién de un cua-
ternién, primero se define la parte escalar como (g, posteriormente se define la parte

vectorial como q, el cual es un vector ordinario en R3

q = (iq1,jq2,kq3) (3.3)

donde las bases ortonormales (i,j y k) en R3 se conservan, asi el cuaternidn se puede

definir como:

q=do+4q=dqo+igi+jq2+kq3 (3.4)
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donde qo,q1,q2 ¥ g3 son nimeros reales llamados componentes del cuaternion, donde
la base canoénica para H es (1, i, j, k). Para extensién de los numeros complejos de C

hay que tomar en cuenta que i’ =j> =k =—1.

Definido de esta forma un cuaternién es un objeto matematicamente extraiio, la suma
de un escalar y un vector, algo no definido en el algebra lineal ordinaria. Por lo tanto es
necesario dar mas significado a esta definicién mostrando cémo los cuaterniones deben

ser sumados y multiplicados.

3.1.2. Igualdad y adicién

Se dice que los cuaterniones p y q son zguales si y s6lo si, los componentes de ambos

son exactamente iguales, es decir:

p=po+ipi+jp2+kps Yy q=qo+q=qo+iqi+jq2+kqs

entonces el cuaternion p es igual al cuaternién q, si y sélo si:

Po=4qo
P1=4qi
P2=q2
P3 =43

la adicién de los cuaterniones se define como: la suma de sus componentes correspon-

dientes, es decir:

P+q=(po+qo) +ilp1+q1)+jlp2+4q2) +k(p3+qs3) (3.5)

la adicién de cuaterniones, es exactamente igual que la adicién de vectores cuadruples
de numeros reales y cumple con las propiedades de campo aplicadas a estos. Se puede
observar que la adiciéon de cuaterniones tiene como resultado otro cuaternién, esto
significa que, el conjunto de los cuaterniones es cerrado bajo la adicién. También se
puede establecer la existencia de un cuaternién cero, el cual tiene como valor O en cada

una de sus componentes.
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De igual forma, cada cuaternién q tiene un negativo o un inverso aditivo (denotado por
—q) en el cual cada componente corresponde al negativo de cada uno de los elementos de
g. Incluso se puede verificar que la adicién de cuaterniones es asociativa y conmutativa,

debido a que la adicién de niimeros reales tiene estas propiedades.

3.1.3. Producto

Emn el desarrollo de esta seccién se definiran las formas de producto entre un cuaternién

y un escalar asi como el producto entre cuaterniones.

a. Producto de un cuaternién por un escalar

Este tipo de producto obedece a las reglas de los vectores en R3, por lo que se
define de forma directa, es decir, si c es un escalar y q es un cuaternién definido
por:

p =po+ip1+jp2+kp3

entonces la resultante del producto del cuaterniéon q por el escalar c esta dado
por:

cq =cqo-+1icqr+jcqr+kecqs (3.6)

Asi, al multiplicar el cuaternién por un escalar, solo se multiplica cada componente
del cuaternién por el escalar. Nétese que el resultado es nuevamente un cuaternién,

esto es, el conjunto de los cuaterniones es cerrado bajo el producto por escalares.

b. Producto entre cuaterniones El producto de cuaterniones es definida de tal

manera que el producto fundamental especial satisfaga:

2 = 2 = ¥ = ik = -1

j = k = —i

) ) (3.7)
jk = 1 = —K

KM= 4 = —ik

Teniendo en cuenta que los productos mostrados en Ecuacién 3.7 son los que

Hamilton vio como necesarios para alcanzar su objetivo. También se puede notar
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que el producto de estos numeros complejos no es conmutativo, por lo tanto, se

puede establecer esta misma propiedad para el producto entre cuaterniones.

Utilizando las reglas ordinarias para el producto algebraico y los productos fun-
damentales mostrados en la Ecuacién 3.7, es posible verificar que el producto de

cuaterniones debe seguir la siguiente forma:

S1p y g son los cuaterniones;

p=votipi+jp2+kps y q=qo+q=qo+iqi+jq2+kqs
el producto derivado de éstos es:

pq = (po+ip1+jp2+kp3)(do+idi+jdqz2+kqs)
= Podo+ip1qgo+jip2qo+kpsdo
+ipoq1 +i%p1q1 +ijp2qi1 +ikpsqy (3.8)
+podz2 +jip192 +§%p2q2 +5kp3q2
+kpoqs +kip1q3 +kjp2qs +k*p3qs

Se puede observar que el producto se encuentra escrito de manera uniforme, la
parte escalar se encuentra a la derecha del vector y se mantiene el orden correcto
en el orden de los vectores, esto con el fin de hacer notoria la aplicacién de las

reglas mencionadas en la Ecuacién 3.7, reordenando los términos se tiene:

P4 = Poqotipiqo+jip29o+kpsdo
+ipoq1 —p191 +Kp2d1 —jp3ds
Hpoq2 —kp1q2 —p292 +ip3q2
+kpod3 +jp19s —ip2qs —p34s

(3.9)

realizando arreglos algebraicos y agrupacién de términos, la expresién se puede

reescribir como:

P9 = Podo— (pP191+P292+P393)
+po(iqr +jq2 +kq3) + qo(ip1 +jp2 +kp3) (3.10)
+i(p293 —p392) +3(p3q1 —p193) +k(p192 —P2q1)

después de escribir la expresién anterior, se puede observar que la dichos productos

son iguales al producto punto y al producto cruz de algebra de vectores en R3.
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Para poder reescribir la Ecuacién 3.10 de forma mas practica:

a=(aj,az,a3) b=(by,by,b3)

El producto punto esta dado por:

a.b=aijb;+azby;+azb;

Y el producto cruz es:

i j k
axb=| a a a3
b; by bs

=1i(azbz —azby) +j(azb; —arbz) +k(ajby —azby)

tomando los las definiciones del producto punto y producto cruz, se puede definir

de forma maés concisa al producto entre dos cuaterniones como:

P9 ="Podo—P-q+Pogd+qop+qxq (3.11)

La Ecuacién 3.11 es la definicién que se usara a lo largo de este trabajo cuando

se haga referencia al producto de dos cuaterniones.

El producto de dos cuaterniones (definido en la Ecuacién 3.11) también puede ser

definido como un cuaternién resultante de la siguiente forma:

pg=r=T10+T="10+1ir1 +jr2+k13

entonces si tomamos los términos de la Ecuacién 3.10, tenemos:

To = Podo—P1q1 —P292—P3q3
™ = Podi+Pi1qo+Pp29q3—P3q2
T2 = Pod2—P193—P292+P3di
T3 = Poq3+P192—pP291 +P3qo

(3.12)

para simplificar esta ecuacién se puede escribir de forma matricial como:
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To Po —P1 —P2 —P3 qo
’r -
T _| P Po P3 P2 qi (3.13)
T2 P2 P3 Po —P1 q2
| T3 | | P3 —P2 P1 Po | [ 93 |

Lo que concierne a la adicién de cuaterniones satisface las propiedades de campo.
También se menciono que el conjunto de cuaterniones es un anillo dividido no
conmutativo, es decir, satisface las propiedades de campo en el producto, con
excepcién de la conmutativa. Las siguientes notas son solo para enfatizar en el

producto de cuaterniones:

Nota 1: El producto de dos cuaterniones tiene como resultado otro cuaternién

con una parte escalar;

Podo—P -4

y una parte vectorial;

Poq+dqoP+PX(q
de tal manera que el conjunto de los cuaterniones es cerrado para la adicién como
para el producto.
Nota 2: El producto entre cuaterniones es asociativo.

Nota 3: Debido a que el producto entre p x q no es conmutativo, el producto

entre cuaterniones tampoco lo es.

Por otro lado, al igual que en la adicién, el conjunto de los cuaterniones tiene una
identidad multiplicativa, este cuaternién consta de una parte escalar positiva y la

parte vectorial igual a cero, es decir:

q=1+0

Finalmente hay que remarcar que todo cuaternién diferente de cero tiene un
inverso multiplicativo acentuando el hecho de que el conjunto de los cuaterniones

es un anillo dividido no conmutativo.
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3.1.4. Complejo conjugado

El complejo conjugado es un concepto algebraico importante relacionado con el cuater-

nién, el cual se define de la siguiente forma:

Sea p un cuaternion de la forma p =po+7p, el complejo conjugado p* es un cuaterniéon

P =Ppo—P es decir:

P=PotP=PotP1+P2+P3

el complejo conjugado es:

P =Po—P=Po—P1—P2—P3 (3.14)

Como ejemplo del uso del complejo conjugado de un cuaternién, se puede demostrar
que para dos cuaterniones cualquiera el complejo conjugado de su producto es igual al
producto en orden invertido del complejo conjugado individual de ambos cuaterniones.

Es decir, dados los cuaterniones p y q tenemos:

*

(pq)*=q"p

se puede notar que para cualquier cuaternién p, la adicién con su complejo conjugado

p*, tiene como resultado un escalar de la siguiente forma:

p+p* = (po+P)+ (Po—P) = 2po

3.1.5. Norma del cuaternion

Para el desarrollo de algunas operaciones entre cuaterniones asi como en la aplicaciones
en la robética es necesario tener en cuenta el concepto algebraico de norma del cuater-

nioén, el cual se define como:

N =V 9*q (3.15)
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el resultado de la norma del cuaternién es un escalar, definido por N, lo anterior se

puede comprobar mediante:

Niy = (d0—4q)(do+q)
= qoqo—(—q)-q+qoq+(—q)qo+(—q) xq
= d5+4-4q
= IqP

Esta definicién es la misma para un cuaternién en R*, que para vectores en R3, por
lo que tiene el mismo significado que la norma Euclidiana. Es importante considerar
que para el desarrollo de este trabajo es necesario utilizar los cuaterniones de norma 1
(cuaternion unitario). Como caracteristica de los cuaterniones unitarios se observa que

cada uno de sus componentes debe tener un valor absoluto es menor o igual a 1.

3.1.6. Interpretaciéon geométrica del cuaterniéon

En la Seccién 2.3.1, se hizo referencia, de como las rotaciones en R3, son generalmente
representadas por matrices de 3 x 3, como se mostrd, estas matrices son ortogonales con
determinante +1, de manera alternativa, la representacién geométrica de esta matrices
puede ser la de un operador rotacional en R3. Esto se puede mostrar cuando se pretende
encontrar la imagen w de un vector v, el cual, ha tenido una rotacién, esto se realiza
mediante la representaciéon en forma matricial de dicho vector en forma de matriz
columna, cuyas entradas son las componentes vectoriales x, y y z de v, realizando la
multiplicacién por la izquierda de este ultimo por la matriz de rotacién, asi obtenemos

de forma matricial, el vector imagen w.

w=Av (3.16)

Es conocido que los cuaterniones son una forma alternativa de un operador rotacional,
para poder llegar a interpretaciéon geométrica de como los cuaterniones juegan este

papel, un poco diferente de los operadores rotacionales. Los cuaterniones pueden ser
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eficientes al momento de realizar rotaciones sobre R3, ya que como se ha mencionado
un cuaternién es un vector formado por un vector en R*, mientras que las matrices de
rotacion tienen nueve elementos. Para mostrar de forma clara cémo un cuaternién funge
como operador rotacional, lo cual forma parte del objetivo de este trabajo, es necesario
explorar, entender y despejar esta interrogativa. En el desarrollo de esta seccion se
pretende realizar el desglose de algunas consideraciones necesarias para poder definir el

operador rotacional con cuaterniones.

3.1.6.1. Desarrollo algebraico del operador rotacional

El interés general en el desarrollo de este trabajo es desarrollar un modelo matematico
que determine la orientacién de un objeto en el espacio 3D. Un cuerpo que se encuentra
definido en el espacio R3, se puede considerar que esta definido por una serie de puntos
dentro de dicho espacio, por lo tanto, se puede identificar a estos puntos como vectores
en R3, asi, la orientacién de dicho objeto puede ser estudiada mediante las operaciones
que describen a los cuerpos definidos en R3. Ahora bien, para lograr este objetivo es
necesario definir un operador en termino de cuaterniones que describa estas operaciones,
para llegar a una concepcién mas clara de como lograr esto, se puede comenzar por

realizar un cuestionamiento importante:

;Como puede un cuaternidn, que pertenece a R*, operar sobre vectores, que

pertenecen a R3?

La respuesta a esta pregunta, para algunos obvia, es posible mediante la siguiente co-
rrespondencia:

Un vector v € R3, puede ser tratado como un cuaternion qc R* cuya parte real
es cero.

mediante esta correspondencia los vectores pueden ser tomados como cuaterniones, a
los cuales se les conoce como: cuaterniones puros [5]. Si se considera la posibilidad
que Qo sea el conjunto de los cuaterniones puros, los cuales son un subconjunto de de
Q (conjunto de los cuaterniones). De acuerdo con esto se puede definir una correspon-
dencia uno-a-uno entre los elementos de que se encuentran en estos dos conjuntos, en

dicha correspondencia un vector v € R? equivale a un cuaternién puro de al siguiente
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forma v=04v € Qy, esto es:
veR o u=0+veQoCQ (3.17)

En la Figura 3.1, es posible observar que para la adicién y multiplicacién por un escalar
esta correspondencia es clara, es decir, la adicién de dos vectores cualquiera (v € R3)
corresponde a la suma de cada uno de sus cuaterniones puros correspondientes en Q.

De acuerdo con la Figura 3.1, se puede suponer que, un operador rotacional definido

Cuaterniones
Vectoresen R* Puros Qo

&
_v=0+v 

Cuaterniones Q R*

FIiGURA 3.1: Correspondencia: Vectores <+ Cuaterniones [5].

mediante cuaterniones, opera de la misma forma que los operadores rotacionales ma-
triciales. Es decir que de alguna manera q € Q representa una rotaciéon y la imagen
de rotacién W € R3 un vector v € R? puede ser encontrada al aplicar la regla de los
operadores matriciales:

w=qv

Dicha regla, hace notar que, el simple producto de un cuaternién q por un vector v puede
no ser definido, pero el resultado siempre serd un vector. Para que el producto se lleva
a cabo es necesario hacer uso de la correspondencia uno-a-uno entre R3 y Qo descrita
en la Ecuacién 3.17. Para el producto entre cuaterniones descrito en la Ecuacién 3.11,
sustituimos el vector v por el cuaternién puro correspondiente v =0-+v. De este modo,

teniendo cualquier cuaternién q = qo+q € Q y cualquier vector v € R3, el producto se
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realiza de forma directa:

qv = (qo+q)(0+V)
= qo-0—q-v+0-q+qov+qxVv (3.18)
= —qv+qw+qxv

Coémo se puede observar, en la Ecuacién 3.18, el resultado de la interpretacién del
operador rotacional definido mediante cuaterniones opera de la misma forma que los
operadores matriciales, no es un vector v € R3 como se espera excepto en el caso especial
que q-v =0, lo cual, hace notar que q y v son ortogonales. Por lo tanto, no es posible
esperar que el operador rotacional en termino de cuaterniones consista simplemente
en un solo cuaternién. Ahora bien si se considera que la conmutatividad de estos dos
cuaterniones no cambia la parte real del cuaternién resultante se puede desechar esta
opcién. Sin embargo, si consideramos que q y s son dos cuaterniones del conjunto Q
y v es un tercer cuaternién que pertenece al subconjunto Qg, es decir un cuaternién
puro, que representa al vector v € R3, existen seis posibles combinaciones para que el
producto:
vgs (sv svq
vsq sqv qvs

Ahora, una de las propiedades algebraicas del cuaternién es que el conjunto Q es cerrado
bajo multiplicacién (no asi el conjunto Qp). Por lo tanto, los productos qs y sq de
la primera y segunda columna son simplemente cuaterniones, lo cual significa que el
producto entre estos es esencialmente un producto doble (véase Ecuacién 3.11). Puesto
que este producto no es adecuado para definir a un operador rotacional entonces se
descartan estas posibilidades. Si v es un cuaternién puro, que representa un vector, y
no hacemos ninguna distincién entre el cuaternion q y el cuaternién r, los dos productos
restantes de la anterior lista no tienen ninguna distincién, de ahi que podriamos tomar

cualquier producto. En nuestro caso tomaremos el producto triple qvs.

Al tener en cuenta que cada uno de los cuaterniones corresponde a: q =qp+q,v=0+v

y s =so+s, se puede verificar mediante la Ecuacién 3.11 que el resultado es:

—so(q-v)—qo(v-s)—(q xV)-s
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utilizando las propiedades del algebra vectorial se puede reescribir la el resultado de la

siguiente forma:

—so(q-v) —qo(s-v)—(q xs)-v

Si lo que se busca es que el resultado de este operador rotacional sea un cuaternién puro
(que represente un vector), por lo tanto se espera que, la parte real de este cuaterniéon

resultante sea cero.

¢ Como lograr que la parte real de este cuaternion sea cero?

Se puede plantear la siguiente suposicion, si s)o = —qp, tenemos que la parte real del

cuaternién resultante se reescribe de la siguiente forma:

—qo(q+s)-v+(qxs)-v

como se puede ver de forma clara la parte real sera cero si, s = —q, para lograr esto,

recurrimos a la siguiente igualdad:

De esta forma el se hace evidente que el triple producto de estos cuaterniones tiene
como resultado un cuaternién puro o vector v € R3, siempre que v sea un cuaternién

puro.

qvq* 3y q'vq
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Ahora bien, al aplicar este producto al vector de entrada p, considerando que p es un

cuaternién puro p =0+p y considerando los dos posibles operadores tenemos que:

wi = qpq’
w; = q'pq (3.19)

Mediante la Figura 3.2 se puede tener una interpretacién grafica de la accién algebraica
de la Ecuacién 3.19. De acuerdo con estos dos operadores se ha encontrado una forma
consistente de manejar vectores v € R3 en el espacio de los cuaterniones Q € R?*, y se
ha demostrado cé6mo, mediante estos dos operadores, se tornan vectores en vectores.

después del desarrollo algebraico al cual se ha llegado surge otra pregunta que es de

Lv=p"=QpQ =QpQ

p' = QpQ’

p

Vectoresen R3

Cuaterniones
Puros Qg

Pe

Cuaterniones R*

FIGURA 3.2: Accién del operador rotacional en termino de cuaterniones [5].

gran importancia para el desarrollo de este trabajo, y es:
¢ Cudl es la interpretacion, geométricamente hablando, que se puede dar a

estos dos operadores?

3.1.6.2. Interpretacién geométrica del operador

El desarrollo de la Ecuacién 3.19, conduce a la bisqueda de una asociacién geométrica
que represente la rotacién de puntos o vectores v € R3, como se concibe de forma gene-
ral, lo cual lleva a la siguiente interrogante:

s Existe alguna forma de asociar un dngulo a un cuaternion, andlogo a la for-

ma que se realiza con las matrices de rotaciéon conocidas?
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De ser esto posible, esta asociacién, se podra llevar a cabo para los operadores del cua-
ternién propuestos. De acuerdo con [4] Hamilton hallo la respuesta a esta pregunta y

en nuestra consideracion se ha descubierto un hecho interesante y provechoso.

Basado en esto el cuaterniéon q, que describe al operador, deberd ser de norma 1, es decir,
se debera trabajar con cuaterniones normalizados, esto debido a las consideraciones que
a continuacién se haran evidentes.

Como se ha mencionado, el cuaternién se define como:
q=dotq
por lo que el cuaternién de norma 1, se puede decir que:
i+l qlP=1

También es facil verificar que, de las identidades trigonomeétricas, para cualquier dngulo
dado se tiene:

cos?(0) +sen?(0) =1

entonces debe existir un angulo 0 tal que:
cos?(0) = qé y sen?(0) =| q 2

Ahora bien, el dngulo 0 se define dentro de la restriccién apropiada de su dominio. En
general, 0 satisface:

—n<0<m

Para definir la asociacién del angulo a 0, al cuaternién unitario q = qp+(q, es conveniente
definir el el vector unitario u, este ultimo representa la direccién de g, de tal manera

que:
q q
U= =
'q] ~ sen(0)

de esta forma se puede escribir el cuaternién unitario en términos del dngulo 0 y el

vector unitario u, de la siguiente forma:

q=4qo+q=cos(0)+usen(6)
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es posible notar que de esta forma puede ser sustituido el 8 por el —0, para conseguir

el complejo conjugado de q:

cos(—0)+usen(—0) = cos(0)+usen(—0)
= cos(0) —usen(0)
= dq

*

3.1.6.3. Analisis geométrico del cuaternion

Para explorar mas a detalle el significado geométrico relacionado a los cuaterniones, y
el operador rotacional propuesto, se puede analizar la secuencia de dos rotaciones desde
el punto de vista geomeétrico.

Considerando una esfera, o el conjunto de de puntos que constituyen la superficie de
esa esfera. Si se toma el centro de esta esfera como el origen de un sistema fijo de
coordenadas R3. Esto supone que cualquier rotacién de la esfera sobre un vector sobre
este sistema de referencia, moverd los puntos de la superficie de esa esfera a en la
superficie. Como resultado de esto se tiene una trayectoria de los puntos de la misma
superficie, conservando la distancia entre ellos.

Esto también conserva la distancia y la direccién de el a&ngulo entre dos arcos cualquiera.
Cada punto tiene dos puntos invariantes, comtinmente llamados, €l eje de rotacién y la
superficie de la esfera.

Ahora, si se suponen dos puntos cualquiera A y B dentro de la superficie de la esfera,
esos dos puntos definen a los vectores d y b fijos en el sistema de coordenadas y se
toma esos vectores como ejes de rotacion dentro de la esfera.

Al considerar realizar dos rotaciones sucesivas: la primera sobre el eje d, seguida por la
otra rotaciéon sobre el eje ’5, se podria plantear la siguiente pregunta

s Puede existir un eje de rotacion en la que se pueda describir la secuencia de
rotaciones realizadas?

Tal como ya se ha mencionado a lo largo de este trabajo la respuesta a esta pregunta es
afirmativa. Aunque, en cual de los sistemas antes mencionados se puede confirmar este
hecho geométricamente. Se puede comenzar por representar una esfera unitaria la cual
define dos puntos que permanecen invariantes bajo cualquier secuencia de rotaciones

dada. Esta construccién relaciona los dos ejes dados y sus respectivas rotaciones con
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un eje de rotacidén compuesto equivalente definido por los dos puntos invariantes. Si se
consideran dos puntos arbitrarios distintos, tales como A y B en la Figura 3.3, en la
superficie de la esfera unitaria con centro en el origen de un punto fijo de referencia en
R3. Asociados con esos dos puntos son relacionados a sus vectores unitarios, designados
como a y b, respectivamente. Las rotaciones de la esfera dentro de si misma son tomadas,
sobre esos dos vectores como ejes. Dado que la secuencia de dos rotaciones consiste
primero en una rotacion sobre el eje definido por el vector unitario a, por medio de un
angulo «, seguido por una segunda rotacién sobre el eje definido por el vector unitario
b, a través de un angulo f3.

La siguiente construccién nos permite encontrar la direccién del, definida por el vector
unitario c, por el eje de la rotaciéon compuesta por Rlc,y], considerado los puntos C
y C’, en la superficie de la esfera, localizando de esta forma Z/CAB = ZC'AB = % y
/CBA = ZC'BA = %, ahora si tenemos que la rotacién es con sentido al derecha en el
punto A, con un angulo «, se puede observar que el arco formado por el segmento AC

AC’ tienen la misma longitud que si tomamos el punto C a C’, es decir,
y g
Rla,o]C =C’

En la siguiente rotacién ahora con respecto al eje formado por el vector b con un éngulo
(3, es posible notar que existe una relacién con la rotaciéon anterior, por esta razén es
posible, verificar que, geométricamente el punto C’ regresa al punto C, mediate esta
rotacién, es decir,

Rb,BIC'=C

FiGURA 3.3: Construccién de dos rotaciones [5].
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por lo tanto se puede hacer notar que el punto C es un punto fijo bao cualquier secuencia

de estas dos rotaciones por lo que se puede establecer la siguiente relacién:

R[b, B]R[a,]C =R[b,B]C' =C

La representaciéon de rotaciones mediante el operador rotacional de cuaterniones es
algebraicamente conveniente y consisten dado que como se la construccién geométrica
de una rotacién del punto C (la cual define al vector unitario bya de como ejes de

rotacién) se puede establecer que:
A’ =R[c,V]A

Usando la Ecuacién 3.19 esta rotaciéon Rlc,y]A se puede expresar en la forma del

operador rotacional de cuaterniones como:

w=1L4(V) =dcyPdc,
para este cuaternion de rotacion el operador para qcy y ¢, esta dado por: ey =

cos () resin(3) v iy = cos (3) —esin(3)

Tanto en la direccién compuesta por el eje ¢ y el dngulo v de rotacién sobre este

eje, se pueden expresar como pardmetros de que constituyen a cada uno de los dos

A7

FIGURA 3.4: Secuencia de rotaciones [5].
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cuaterniones constituidos por g« ¥ qu,s, de esta forma localizamos los dos ejes de
rotacién constituidos por, a y b Figura 3.4, donde se muestran los puntos A y B que
estan localizados en en la esfera unitaria. El eje de rotacién a esta localizado justo a lo
largo del eje de referencia X, y el eje de rotaciéon b se encuentra en el plano de referencia
ZX. Los puntos A y B se encuentran separados por una distancia radial d, la cual es el

angulo entre los dos ejes de rotacion por lo tanto:

b =1icos(d) +ksin(d)

al recordar que el cuaternién q., es igual al producto de los cuaterniones constituidos

POT (a,« ¥ qb,p QUE es:

Jc,y = COS <%> +csin (%) = b, da,x

al utilizar los cuaterniones con su forma trigonométrica, el vector b se calcula de la

siguiente forma:

o = con(2) e () a0

e Sl

oo (S)eon (B) s (Seonersin (2))
( n<%‘ cos (§>+cos cos(d)sin (g))
)
o By amoran(2)

mediante este analisis se puede observar que la expresion corresponde a la parte real

K

R

y la parte vectorial del cuaternién (., mostrados en las Ecuaciones 3.20 y 3.21, al

igualar la parte real del cuaternién tenemos:

cos <%) =cos (%) cos (%) —sin (%) cos(d)sin (%)
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de la parte vectorial del cuaternién se puede obtener el eje de rotacion el cual se en-
cuentra en el punto C, (ver Figura 3.4), por lo que al igualar la parte vectorial de las

ecuaciones 3.20 y 3.21, es posible observar este eje de rotacidén:

csin(%) = iuy,juy,ku,

[ B x . (B
donde u, = 51n<2>cos(2>—|—Cos(2)cos(d)31n<2)
u, = sin (“) sin(d)sin P
v 2 2
u, = cos (%) sin(d)sin (%)
de esta forma la composicién del eje de rotacién se encuentra expresado en forma de
un vector unitario, el cudl puede ser calculado de la siguiente forma:

) X K
c— Uy +]uy + 1953 (322)
sin(3)

asi se define el eje de rotacién resultante, de una composicién de rotaciones, como un

vector en un sistema de referencia, por lo tanto se tiene:

sin (%) =4/1—cos? (%) (3.23)

3.1.6.4. Algoritmo del operado rotacional

Es necesario para futuras referencias, tener una forma general para la salida de un vector
cuando es aplicada una rotacién mediante el uso de la Ecuacién 3.19, a un vector de
entrada v € R3. Si tenemos el cuaternién q = qo+q y el vector v, el cual corresponde

al cuaternién puro p =0+v, tenemos que es posible verificar el siguiente resultado:

w=qpq" = (qo+q)(0+Vv)(qo—q)
= (203—1)v+2(a-v)q—2q0(q xV) (3.24)

6w=qpq" = (Zq%— 'q lz)v+2(q-v)q—2qo(q X V)






Capitulo 4

Modelado via cuaterniones

En el desarrollo de este capitulo se presenta el estudio del &lgebra de cuaterniones el
cual permite generar las ecuaciones que puedan predecir el comportamiento cinemaético
del robot IRB1600. El objetivo es demostrar la validez que tiene el dlgebra de cuater-
niones aplicado al modelar la cinematica directa, resolver el problema de la cinematica
inversa y simular los resultados obtenidos mediante el calculo computacional de una
tarea desarrollada por el robot.

Como primera parte se desarrollara el modelo via cuaterniones como base del plantea-
miento teoérico, esto con el fin de modelar la cinemaética directa del robot. En la segunda
parte se resuelve la cinematica inversa del robot mediante el de desacoplo cinemaético y

por ultimo la simulacién de este modelo mediante realidad virtual del robot IRB1600.

4.1. Modelado rotacional mediante cuaterniones

Al modelar matemaéaticamente n cuerpos rigidos que se encuentran acoplados como una
cadena cinemdtica(robot), es necesario que las representaciones sean aplicables a al-
goritmos que puedan ser implementados de una forma sencilla y que a su vez sean
aplicados mediante desarrollos computacionales. El modelado matematico busca hacer
un planteamiento analitico con soluciones discretas, esto para algunas cadenas cine-
maticas de robots es sencillo, pero generalmente, los modelos resultantes son sistemas
matematicos no lineales que necesitan de soluciones numéricas. El dlgebra de cuater-
niones provee una forma de modelar algunos tipos de cadenas cineméaticas, manejando

67
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un espacio en R*. Con el uso de este espacio es posible definir transformaciones que re-
presentan las rotaciones finitas de un cuerpo rigido. Por otra parte, las representaciones
con cuaterniones resultan ser relaciones simboélicas de manejo menos complejo que los
sistemas convencionales, por lo que, es posible establecer las ecuaciones que describen

la cinematica de algunos robots[23].

Hasta este punto ya se ha revisado el algebra de cuaterniones y sus propiedades fun-
damentales del espacio vectorial R?, la representacién de un espacio vectorial normado
por un producto interno, puede ser representado como Q, en esta seccidén se realizara el
desarrollo de un algoritmo capaz de ser programado para analizar la posicién de un cuer-
po en el espacio dada una rotacién realizada por el operador rotacional cuaterniénico

y que pueda ser capaz de ser aplicado a n cuerpos rigidos.

4.1.1. Relacién del espacio vectorial de cuaterniones

Al recordar el algebra de cuaterniones (ver Secciéon 3.1) se tiene que existen dos operacio-
nes con cuaterniones fundamentales en el modelado rotacional, representadas mediante

una estructura algebraica en R?%, dichas operaciones son:

>> La adicién representada en Ecuacién 3.5 la cual sera representada por el operador

@ :R*@R* — R4, esta operacién esta definida como:

P®q=(po+qo) +ilp1+qg1)+ijlp2+4q2) +k(p3+qs3) (4.1)

> El producto entre cuaterniones representado en Ecuacién 3.11 la cual sera repre-

sentada por el operador ® : R* ® R* — R?, esta operacion esta definida como:

P®g=podo—P-d+Pog+qop+qgxq (4.2)

derivado de las parejas R*, @ y R* ® se define un grupo aditivo conmutativo y un

grupo multiplicativo no conmutativo, respectivamente.
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Las propiedades algebraicas de este conjunto son definidas de acuerdo con [23, 24| son

resumidas en el siguiente teorema:

Teorema 4.1. la terna (R4,@,®) es un campo no conmutativo.
i. La operacion ®:R*®R* — R* es asociativa debido a:
PR(qRs)=(p®q)®s (4.3)

Vp,q,s € R*

ii. Bl elemento 1=(1,0,0,0) € R* es tal que: 1@ p =p®1,Vp € R*. Este es el

llamado elemento neutro de la multiplicacidon en R*.

ii. Vp € R p+#£(0,0,0,0) existep ' € R* tal quepq~' =1. El elemento p~' es lla-

[{sp )]

mado la inversa del cuaternion “p” para la multiplicacion. La inversa de un

cuaternion unitario o normalizado es el complejo conjugado del cuaternion
-1 _
(P =p")

iv. La operacion ®@:R*@R* = R?* no es conmutativa ya que:
PRAFAGRP
v. Las propiedades de distributividad se satisfacen:

(PpBq)I®s = PRsSHRs
PR(gDs) = pRIqOP®S (4.4)

vp,q,s € R?
Para la operacién representa por e : ReR* — R* definida por:
xe(a,b,c,d) = (xa,xb,ac,xd) (4.5)

V(a,b,c,d) e R}, x e R

lo cual se conoce como multiplicacién escalar. Se observa con esto que la relacién de la

terna (R*,&,e) es un espacio vectorial real.
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Ademas se tiene que la transformacién < e,e >: R* e R* — R definida por:

3
<q,p>= Zpiqi €R, (4.6)

i=0
es un producto interno en R*, y por tanto, Q = (R4,@,®,o,< ) >) €s un espacio
vectorial real con producto interno. La norma asociada a este producto interno es la

siguiente:
1
| 1
ql=<a,q>7=(a},a},a3,a3)° (4.7)

por lo cual Q = (R*,®,®,e,|¢|) es un espacio normado al cual se le llamara espacto

vectorial de cuaterniones y sus elementos serdn llamados cuaterniones.

4.1.2. Representaciéon paramétrica de las rotaciones de un cuerpo

rigido

El objetivo de esta seccion es unificar las diferentes formas utilizadas en la mecanica
y la robética para representar paramétricamente las rotaciones finitas de lo cuerpos

rigidos mediante cuaterniones.

Como se definié en la Seccién 3.1.6.1 el operador rotacional [v = q®v® q,, corresponde
a una rotacién en sentido positivo del vector v con respecto al sistema coordenado de
referencia por un &ngulo de 20 el rededor del eje del cuaternién q. Si aplicamos esta
rotacién al cuaternién puro v=0+v y tomando en cuenta que la rotacién se tiene que
definir en un angulo de % para que con esto pueda representarse una rotacién positiva
al rededor del vector v con respecto al sistema coordenado de referencia por un angulo
0 al rededor del eje del cuaterniéon g, mediante estas consideraciones se puede realizar
el siguiente arreglo.

1
Lv=q®ev®q qu—’p(q@w@q*) (4.8)

YweQ

En general, la norma de g puede ser arbitraria. Sin embargo, en este trabajo se usan

cuaterniones unitarios, esto es, | q|=1 y en este caso:
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Lv=q®v® .

Ahora bien al utilizar las consideraciones hechas en la Seccién 3.1.6.3, un cuaterniéon

q puede ser escrito como la rotacién del dngulo 0 € [0,n7] sobre el eje v € Q, de la
siguiente forma:

S

= 4+ -

qo [qlcosy

3]
qu = ilqlsenzv

por lo tanto como se habia mencionado, para este trabajo los se utilizan cuaterniones

unitarios | q [=1, por lo tanto se tiene:

qo = icosg (4.9)
0
qv = iseniv (4.10)

los componentes del cuaternién q € R* se expresan con los parametros de Euler por su

utilidad en el modelo mediante cuaterniones.

4.1.3. Rotaciones sucesivas de un sistema cartesiano de referencia

En esta seccion se presenta la forma de aplicar la rotacion de un cuerpo rigido aplicando
el algebra de cuaterniones, con lo que posteriormente se podré aplicar estas rotaciones
a los vectores R3.

Para representar esta transformacion en la modelacién se utilizard [v=q®v® q. la
cual es una rotacién en el espacio de los cuaterniones. Los componentes de q € Q estan

relacionados con los pardmetros fisicos descritos en las Ecuaciones 4.9 y 4.10.

Sip € Q es un cuaternién de rotacién y v € Q es un cuaternién puro al que se le aplicara

una rotacién, Lv se simplifica de la siguiente forma:

v =(q,v) (4.11)
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VqeQ

Esta accién del operacién de rotacién esta simplificada mediante el algebra de cuater-
niones, sabiendo que la representacién de un cuerpo rigido se tiene hacer mediante el
espacio vectorial en R3 lo que nos lleva a la simplificacién del operador rotacional visto
en la Ecuacién 3.24, donde al expandir cada uno de los términos se puede notar que
la rotacion puede ser aplicada al espacio vectorial R? de forma directa, partiendo de la
multiplicacién del triple producto del operador rotacional Lv = q ®v ® q., teniendo el

siguiente resultado:

w=qpq" = (qo+q)(0+Vv)(qo—q)
_ (2q5—1)v+2(q.v)q—2qo(q><v)
w=qpq’ = (Zqé—!q!Z)v+2(q-v)q—2qo(q><v)

donde expandiendo cada uno de los términos tenemos:

(2g3—1) 0 0 V1
(2a3-1)v = 0 (2g2-1) 0 v2
L 0 0 (2q5—1) | [ vs

293 29192 249193 Vi
2(q-v)lq = | 2q192 295 29293 %)
| 2q193 29293 243 V3

0 29093  —2q0q2 \2
2qo(qxv) = | —2qoq3 0 2qoq1 V2
| 29092 —2qoq1 0 V3

Por lo que el operador rotacional Lv = q ®v® g, queda simplificado de la siguiente
forma:

v =qv (4.12)
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Vi 2q5—1+2q7 2q192—2qoq3 2q1q3+24qoqz | | w1
vy | = 1| 29192+2qoqs  295—1+2q5 29293 —24odqs V2
Vi 24193 —29092 29293 +2qoqr 295 —1+2q3 V3

Esta operacién es muy 1til en la modelacién de la cinemdatica cuando se relaciona un
sistema de coordenadas de referencia a partir de otro, relacionando mediante rotaciones
la base que forma cada uno de estos sistemas.

Para analizar como rota un sistema de coordenadas a partir de un sistema de referencia

Z,

FIGURA 4.1: Sistema de rotaciones de un sistema de referencia [5].

(ver Figura 4.1), se emplean dos rotaciones sucesivas sobre ejes, los cuales entre ellos
son mutuamente ortogonales. Recalcando que estas dos rotaciones son una secuencia
ordenada tomando el primer eje de rotacién sobre el eje Z a través de un angulo «
seguida de una rotaciéon tomando como eje de rotacién la nueva posicién de Y =Y; a
través de un angulo {3 asi lo cuaterniones que definen estas rotaciones, de acuerdo con

la Ecuacién 3.3, son los siguientes:

= c gCJrkeng(
q = os2 S >

p = cos% +jsen§
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lo que de manera simplificada queda como el producto de estos dos cuaterniones que-

dando de la siguiente forma:

T = q®p
= <cos%+ksen%(> (cos§+jsen§)
= cos%cos% +jcos%sin§
+ksin%cos§ + (k xj) sin%sin%
= cos%cosg —isin%sing
jCOS%SiTL% —|—ksin%cos%

Por lo que el cuaternién de rotacion resultante esta compuesto por una parte vectorial:

T 1s1 % inP
= —1SMM—Sn—
v 27772

.C glE
]OSZSTLZ

oxf3
+k51nzcos§

y un angulo de rotacién:

¢ x B

COS— = COS=COS—

2 22

De esta forma utilizamos el algebra de cuaterniones para realizar rotaciones sucesivas
y el operador rotacional para representar rotaciones de un cuerpo rigido representado
por un vector en R3, ambos empleados en el modelado algunos sistemas cinematicos de

robots.

4.2. Robot ABB-IRB1600

Como se definié en el Capitulo 2 Seccién 2.2, un robot, es disefiado, principalmente para
dar solucién al menos a un problema o cubrir una necesidad en especifico. De manera
especifica, el IRB1600, es empleado de forma industrial en diversas operaciones distin-

tas: montaje, asistencia para el mecanizado, empaquetado, manipulacién de materiales,
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soldadura, manipulacién de materiales, moldeo por inyeccién [25], Estas aplicaciones de-
terminan en gran parte la estructura y el disefio del robot, lo cual, incluye su estructura

cinemética [26]

4.2.1. Estructura paramétrica del IRB1600

El robot industrial ABB-IRB1600 es considerado un robot de alta tecnologia ya que
cuenta con 6 GDL, a los que generalmente se les clasifica cinematicamente sobre la base
del primer brazo, es decir las tres primeras juntas, describiendo por separado el efector
final. E1 IRB1600 se clasifica, por su geometria, como articulado é antropomérfico (ver
Figura 4.2). Con esta configuracién proporciona, relativamente, una amplia libertad de
movimiento en un espacio altamente reducido.

Las principales caracteristicas del robot IRB1600 se pueden encontrar en sus hojas de
datos. Este robot puede modelarse como una cadena cinematica abierta con elementos
rigidos unidos en serie por articulaciones de revolucién. Un extremo de la cadena es
fijo a una base global de referencia (inercial) y el otro extremo esta libre y unido a una

herramienta para ejecutar aplicaciones especificas. La cineméatica del robot (ver Sec-

FIGURA 4.2: Robot IRB1600 de ABB [27].

cién 2.3), trata con el estudio analitico de su movimiento con respecto a una referencia
global como una funcién del tiempo. EL robot IRB1600 constituye un buen ejemplo
de robot articulado de seis grados de libertad que permite demostrar la validez de la

metodologia del modelado via cuaterniones.
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FIGURA 4.3: Sistemas de referencia de los robots.

4.2.2. Modelo matematico del IRB1600

Emn el desarrollo de esta seccién se mostrar como determinar las ecuaciones del modelo
rotacional que determinan la cinemaéticas del robot IRB1600, mediante la aplicacién del
operador cuaterniénico de rotacién Lv. este método es la base para obtener la cinema-

tica directa de cualquier robot rotacional de n grados de libertad.

Antes de determinar las ecuaciones que describen el modelo rotacional hay que tomar
en cuenta las siguientes consideraciones: a cada junta se fija una referencia mévil. Esto
quiere decir que para cualquier movimiento que realice la articulacién del robot los vec-
tores coordenados de cada punto sobre el eslabén (1,2,...,n) estardn constante mente
expresados en referencia del mévil {V1}, {V2}, ... ,{Vn}, respectivamente. Para describir
las iteraciones de los eslabones adyacentes se hace coincidir un eje de referencia movil
a cada eslabén del robot, como se muestra en la Figura 4.3, el inicio de cada eslabén
se asocia de forma sistematica a la referencia global (Xpy, Ypp,Zpy), que es la base del
robot, hasta llegar al efector final.

Para comenzar con la obtencién de las ecuaciones del modelo rotacional se asigna un
sistema global de referencia, y “n” sistemas de referencia méviles para cada rotaciéon
que efectue el robot, como se muestra en la Figura 4.4, de esta forma se construyen
vectores en R3, los cuales son de forma representativa cada uno de los eslabones del

robot. Con el arreglo de referencias mostrado en la Figura 4.4, el vector (V;) formado
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FIGURA 4.4: Sistemas de referencia del robot.

por los puntos P y P», es colineal al vector formado por los puntos P, y P3, es decir V;
los cuales son perpendiculares a los siguientes, con esto se establecen las restricciones
para proceder de la siguiente forma:

Siendo los seis cuaterniones de rotacién q, 1, s, t, uy w unidos a cada junta rotacional,

que definen la orientacién de cada referencia moévil,

P1 = Pix, Py, P1z
P, = Pyx, Py, P2z
P; = P3x, P3y, P3z
Py = Pax, Psy, Paz
Ps = Psx, Psy, P5z
Ps = Pex, Psy, Psz

y seis vectores Vi (t), V1 (t), Va(t), V3(t), V4(t)y V5(t) que definen la posicién del robot,
con respecto a la referencia global X, Y, Z, definida como Pgx, Pgy, Ppz, como se muestra
en Figura 4.5 De esta relacién se encuentra un vector resultante V. (t), el cual, define
la relacién entre el sistema de referencia global y el sistema de referencia del ultimo
eslabén del robot, que es la relacién de posicién del efector final con respecto al tiempo

(ver Figura 4.5). De esta forma la relacién que existe entre la base y el efector final se
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FIGURA 4.5: Relaciones de los sistemas de referencia.

expresa de la siguiente forma:

V. (t) =Vi(t) +Vi(t) +---+Vq(t) (4.13)

Por lo que para el IRB1600, la posicién del efector final se expresa como:

Vi(t) = Va(t) +Vi(t) + Vo (t) + V3(t) + V4(t) + V5(t) (4.14)

La magnitud del vector Vi, es relacionada a la distancia que existe entre el punto
de referencia Ppy Pj, la orientacién se encuentra fija debido a que este eslabéon no es
coincidente con ninguna base mévil del robot.

Para obtener la primer rotacién, se tiene que el punto P; se convierte en el sistema de
referencia moévil del segundo vector Vi, asi Py es ahora el nuevo origen del vector, el
cual, se encuentra formado por el desplazamiento que existe entre el punto P; y Py,

para obtener la primera rotacién de la base moévil, se obtiene de la siguiente forma:

Vi(t) =Lvi = QV; (4.15)
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siendo Ecuacién 4.15 la rotacion de referencia de P, donde el cuaternién de rotacion q
se define como:
01

Q=q= cosez—1 —l—ksen7 (4.16)

ya que la rotacion del primer eslabén se realiza sobre el eje rotacional Z y 07 el angulo
de rotacién, como se muestra en la Figura 4.6 y el vector V| como ya se menciono es

la longitud que existe entre P; y P, quedando de la siguiente forma:
Vi=P,—Pq
y la posicién del primer eslabén se asocia de la siguiente manera:
V:, =Vp+Vi(t)

Para la posicién del eslabén dos asociamos los valores del vector V;, el cual define la

FIGURA 4.6: Relacion de ejes rotacionales y angulos de giro.

posicién y la orientacién del eje de la base moévil, que esta definida por el cuaternién de
rotacién R. con respecto al sistema de referencia global del robot de la siguiente forma:
De acuerdo con Seccién 4.1.3 para aplicar el operador rotacional primero tenemos que
aplicar un producto entre cuaterniones, con el fin de asociar una cadena de rotaciones
precedentes, esto forma una secuencia de rotaciones con las cuales se obtienen las ecua-

ciones de la cinematica del robot, asi, el cuaterniéon de rotacién R estd formado por la
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multiplicacién del cuaterniéon Q con el cuaterniéon r.

R = Q®r
= qQr (4.17)
_ 01 0 0 . 6
= (c057 —i—ksen7> ® (c057 —|—]sen7>

como se observar r = 005972 +9j senez—2 ya que la rotacion del segundo eslabén se realiza
sobre el eje rotacional Y y un &ngulo de rotacién 0;, por lo que asi se define la orientacién
del segundo eslabén.
Ahora el operador rotacional se aplica para encontrar la posicién de este eslabdn, asi
tenemos lo siguiente:

V,(t) =Lv; =RV, (4.18)

Donde, V), es la diferencia que existe entre el punto P, y P3. Para conocer la posicién
del segundo eslaboén se suma la posicién del vectores anteriores rotados asi como el de

la base, es decir:

VTZ - vT] + VZ (t)

como se muestra en la Ecuacién 4.14, de este modo se asocia la posicién del segundo
eslabon con respecto a la referencia global del robot.

Ahora para obtener la orientacién del tercer eslabén, se asocia el quaternion de rota-
cibn s y se procede de forma sistematica para obtener al cuaterniéon que define la la

orientacién S, como en el caso anterior, es decir:

S = R®s
= q®r®s (4.19)
_ 01 0 0 . 0 03 . 03
= (cos? +ksen7) ® (c057 +)sen7) ® (cos? +]sen?>

donde el cuaternién asociado al la tercer articulacién

+'sen%
Jsen—

i

S =Cos
2
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como se puede observar en la Ecuacién 4.19, la rotaciéon se efectiia sobre el eje rotacional

Y y &ngulo de rotacién 03 . La posicidén asociada al tercer eslabén es definida como:
V3(t) =Lv3 =SV; (4.20)

asi la posicién con respecto a la referencia global, es:

VT‘3 — sz +v3(t)

La posiciéon y orientacién del cuarto eslabdn con respecto a la referencia global se tiene:

La rotacién de la base moévil es:

T = Sot

= TRs®t (4.21)

_ 01 0, 0, . 6
= (cos? ~|—ksen7) ® (cos? +]sen7> Q...

X %—l-. % & %—I-i %
cos = Fjsen— cos— Fisen—

Los elementos del cuaternién asociados a esta rotacién son:

0 0
t= c0374 +isen74

de acuerdo con la Ecuacién 4.19 es posible observar que la rotaciéon se realiza sobre el

eje rotacional X y un angulo 04, por lo que la posicién asociada al cuarto eslabén es:
Vi(t)=Lvy =TV, (4.22)

por lo tanto al aplicar de manera sistematica lo anterior se tiene que la posicién con

respecto a la referencia global, es:

VT4 = vT3 +v4(t)

Para determinar la orientacién y posicién del quinto eslabén se procede, como ya se

menciono, de forma sisteméatica a obtener las relaciones siguientes: Para la rotacién de
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la base movil:

U = S®u
= qRTRSRtOU (4.23)
= <cos%—|—ksen%> ® (cos% +jsen%) Q...
® <cos%+jsen%> ® (cos%Jrisen%) ®...
e ® <cos%+jsen%)

Los elementos asociados al cuaternién de rotacidén u son:

0 0
u= 00335 +jsen75

y es posible verificar de forma que el eje de rotacién para el cuaternién u es Y y un

angulo 05. La posicién es asociada a:

Vs5(t) =Lvs =TV5 (4.24)
por lo tanto la posicién con respecto a la referencia global, es:

V., =V, +V5(t)

Para el sexto eslabén realizamos el mismo procedimiento por lo que se asocia el ultimo
cuaternién de giro w y se procede a determinar su orientacién con respecto al sistema

global de referencia, por lo que para la rotacién de la base moévil se tiene:

W = Uw

= RTESVtIURW (4.25)
02

= ﬁ+kee—1®c%+'e—®
= [cos= tksens 0s5-Hjsen— | ®...

& %—k'e%@ %—l—ie%@)
cos—"+jsen— cos—- +isen

® cos%%—'sen% R cos%—kisen%
2 TIseny 2 2
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Los elementos asociados al cuaternién de rotacidén w son:

W = COS O +isen96
- 2 2

es posible verificar que el eje de rotacion para el cuaterniéon w es X y un angulo 6, el
cual representa la orientacién del efector final del robot.

Ahora si sustituimos los valores obtenidos de las posiciones parciales en la Ecuacion 4.14,
Vi (t) =Vg(t) +Vi(t) +Va(t) +Vs(t) +Va(t) + Vs(t)

se obtiene la posicién con respecto a la referencia global fija.

4.2.3. Solucién de la cinematica directa

Para dar solucién al problema cinematico directo se emplean las Ecuaciones 4.14 y 4.25,
las cuales definen la orientacién y posicién del efector final y es posible expresarlas de
forma simbélica como una funcién de los desplazamientos de angulares de las juntas

rotacionales, para realizar esto utilizamos la ayuda del MatLab®.

Las ecuaciones que representan la cinematica directa se pueden iniciar expresando las
ecuaciones de posicién y de orientacién en funcién de los parametros de los cuaterniones
q, 1, s, t, uy w, asociados a las juntas rotacionales para lo que se utiliza el algoritmo

programado en MatLab®, que se puede observar en el Apendice B.

Se puede observar que, se expresan las distancias entre cada junta del robot, y los cua-
terniones asociados a cada base mévil. Para este andlisis se toman los pardmetro que
provee la hoja de datos del robot IRB1600, las cuales pueden ser comprobadas en el

modelo 3D también provee la empresa ABB [28].

En el cédigo del programa se puede observar, que el producto entre cuaterniones que

representan las rotaciones de las bases definido en la Ecuacién 4.2 se expresa como
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Qpro y las rotaciones de cada punto expresadas como el operador rotacional definido
en la Ecuacién 4.12 se expresan como Qrot y de una forma compacta podemos observar
que cada una de las rotaciones corresponden a las Ecuaciones 4.15 ... 4.25, llegando
a la determinacién del punto final de la cadena cinemaética, teniendo su orientacién y

posicién del efector final.

4.2.3.1. Comparacién del modelo basado en cuaterniones y el modelo basado

en la convencién Denavit-Hartenberg

De acuerdo con [29] el modelo para la cinemética directa basado en la convencién
Denavit-Hartenberg (ver Seccién 2.3.1) define cada uno de los sistemas de coordenadas

en cada articulacién como se muestra en la Figura 4.7,

EE3&EIE4

FIGURA 4.7: Definicién de los sistemas de coordenadas en cada articulacién [29].

por lo que al relacionar los parametros de cada una de las articulaciones se obtienen la

Tabla 4.1.

Este modelo puede ser comparado con el modelo basado en cuaterniones, el cual se
simplifica en la Tabla 4.2, con lo que es posible observar que el modelo basado en cua-

terniones es significativamente mas compacto, lo cual reduce el numero de operaciones
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TaABLA 4.1: Representaciéon Denavit-Hartenberg del robot IRB1600 [29]

Articulacién | 0; di o o4
1 07 di a —77[
2 92 0 a 0
3 03 0 O 77[
4 04 dg O —%
5 O 0 O 77[
6 B dg¢ O 0

matematicas de forma significativa (ver Tabla 2.3). Al programar ambos modelos en

TABLA 4.2: Representacién del modelo rotacional basado en cuaterniones del robot IRB1600.

Cuaternién de rotacién Vector a ser rotado
Q= [ cos%1 00 sen%1 Vi
_ 02 02 |
R=] cos3 sens 0 0 A%
B = 93 63 =
S=|cos3 sens 0 O V3
T B = 94 64 =
= | cos5 0 sens O V4
_ [ 05 05 ’
u= cos» senz 0 0 ] Vs
R= [ 02 02 |
= | cos+ 0 sen’ O Vs

MatLab® es posible observar con major detalle la reduccion de recursos computacio-
nales usados cuando se utiliza el modelo rotacional basado en cuaterniones comparado
con el modelo convencional basado en la convencion Denavit-Hartenberg. Mediante
MatLab® se puede obtener un informe de los recursos computacionales usados para

cada uno de los modelos el cual es posible observar en el Apendice E.

4.2.4. Soluciéon cinematica inversa

De las ecuaciones obtenidas del modelo rotacional de cada una de las juntas moviles
y el vector de posicién V. (t), se obtiene un relacién entre el movimiento y los des-
plazamientos angulares de las uniones o juntas, las cuales proporcionan, la orientacién
y posicion resultante del efector final. Al sustituir los valores de los desplazamientos
angulares en las ecuaciones ya mencionadas, se puede determinar de forma directa la

posicién y orientaciéon del efector final , es decir, se soluciona el problema cinematico
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directo.

El problema de la cinematica inversa resulta de situar el elemento terminal en una po-
sicién y orientacién predeterminada. Las ecuaciones que se desprenden de la posicién
(Vr(t) = [V, Vi, Vi,]) ¥ las ecuaciones que se obtienen de la orientacion (orientacion
=W=q®r®s®t®u®w) deben resolverse para obtener los cuaterniones que deter-
minan el desplazamiento angular de cada una de las juntas, dada la posicién y orien-
tacion del efector final, una vez resuelta la ecuacién cinematica, se podra realizar el
movimiento previsto de la herramienta sustituyendo cada uno de los valores obtenidos

mediante el método de solucién (numérico, geométrico, simbélico, etc. ).

En el problema cinematico directo se obtiene una solucién tnica para un determinado
conjunto de cuaterniones en las juntas. El problema de la cinematica inversa es mas
complejo en el sentido de que pueden existir un conjunto de soluciones para una misma
posicién de la herramienta. Igualmente, para una determinada estructura de brazos y
sobre un rango de posiciones y orientaciones de la herramienta, puede no existir solu-

cién para el problema cinemdtico inverso[26].

Para resolver el problema cinemaéatico del IRB1600 y comprobar el funcionamiento de
modelo rotacional descrito en la Seccién 4.2.2 se hard uso del métodos geométricos y
el desacoplo cinemaético se hara el andlisis de este problema. El procedimiento en si se
basa en encontrar el suficiente numero de relaciones geométricas en las que intervendran
las coordenadas del extremo del robot, sus coordenadas articulares y las dimensiones

fisicas de sus elementos.

Mediante el siguiente procedimiento se hallaran las ecuaciones correspondientes para el
calculo de las variables que determinan la posicién de las tres primeras articulaciones
del robot, teniendo en cuenta el punto que debera alcanzar el extremo final del robot
(Vres Vays Vi), teniendo en cuenta que como ya se menciono la orientacion en la orien-
tacién de la mufieca debe ser conocida ya que existen mas de una configuracién posible

en las que se puede posicionar el efector final y es una de las condicionantes para el
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desarrollo de este método.

Para poder encontrar las relaciones geométricas que describan los movimientos articu-
lares de las tres primeras articulaciones, como ya se menciono, debemos conocer la la
orientacién deseada que tendra la herramienta, al conocer estos pardmetros podemos
hacer algunas suposiciones con lo que daremos solucion a este problema.

Primero obtenemos los valores de la orientacién deseada y realizamos los movimientos
que refieren a la muileca es decir el cuarto y quinto eslabén de la cadena cinemaética,

como se puede observar en la Figura 4.8, de la cual se desprenden las ecuaciones:

FIGURA 4.8: Relacién de la orientacién de la mufieca del robot.

ds = dycosOs (4.26)
d, = d7sinB5sin(270+0,4) (4.27)
dy = d7sinBs5cos(270+04) (4.28)
ds = Vx2+y? (4.29)
¢ = atan (d—z> (4.30)
P = atan (ds) (4.31)
9 = atan %) (4.32)
ds = dy+d3+dy (4.33)
Ly = C:jd) (4.34)

donde y,x son los puntos que describen la posicién del efector final del robot, estas
variables son calculadas en la posicién inicial del robot.

Una vez que se han determinado las variables que describen los desplazamientos que
debe adoptar el robot para tomar una orientacién especifica es posible calcular los des-

plazamientos angulares que necesita llevar acabo para posicionarse en las coordenadas
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en un punto especifico.
Para la primer articulaciéon tenemos que de acuerdo a la Figura 4.9, el robot posee una
estructura plana, quedando este angulo definido por la primera variable articular 0.

Para obtener el valor de 07 se realiza la siguiente relacién:

01 =0—1 (4.35)

Cabe mencionar que respecto a las limitaciones fisicas del robot la base no puede tener
un desplazamiento en un dngulo mayor a los +180°, por lo que el espacio de trabajo

se limita a los puntos alcanzable para esos desplazamientos. Para las segunda y tercer

L

0
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FIGURA 4.9: Relacién de la posiciéon de la base del robot.

articulaciones tenemos se realiza un estudio méas detallado de la geometria del robot.

Para determinar el angulo ¢ y la distancia Ly, se tienen las siguientes relaciones:

Ly = /X2+y?—d2—d; (4.36)

z—(hi+hy) +LZ)> (4.37)

e = atan
( I—xgb

como se puede observar en la Figura 4.9 se forma un tridngulo mediante los segmentos
L3,L4 y C del cual podemos determinar los angulos « y y mediante la relaciéon que

existe en sus longitudes utilizando la “formula de Herdn”[30], las siguientes relaciones
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son dadas:

Cc — \/(Z—(u +12))2 412, (4.38)
L3+ 0L4+C

s = S (4.39)

o \/(s—Lg)(s—L4)(s—C)

S

(4.40)

Las distancias L1,[, y L3 son dadas por los parametros del robot ver ANEXO DE
DATOS DEL ROBOT, al calcular las variables que representan el tridngulo es posible
determinar los dngulos internos de éste, teniendo con esto las relaciones angulares para

los desplazamiento de la segunda y tercera articulaciones mediante:

x = 2atan<(s_rL4)> (4.41)

y = 2atan <(S_T—C)) (4.42)

de esta forma quedan definidos los dngulos de desplazamiento 0, y 03 como:

0, = 90— (ox+e) (4.43)
03 = 90—v+d (4.44)

ahora bien, si se toma en cuenta que existen diferentes configuraciones que puede tomar
el robot y que mediante este método se toma en cuenta la geometria del manipulador
existe otra solucién dada por la naturaleza propia de la geometria, a estas dos configu-
raciones se les conoce como “codo arriba’ y “codo abajo” descritos en la Seccién 2.3.1,
para la cual se tiene el siguiente conjunto de ecuaciones para la configuracién codo

abajo:

0, = 90— (x—¢) (4.45)
03 = —270+v+d (4.46)

De este modo al calcular los desplazamientos angulares de la base que representa la posi-
ciébn y dada una orientacion es posible calcular los cuaterniones rotacionales y aplicarlo

al modelo rotacional desarrollado en la Seccién 4.2.2.






Capitulo 5

Simulacion VRLM e interfaz grafica.

En este capitulo se llevara acabo la simulacién de las ecuaciones obtenidas en la seccién
Seccion 4.2.2. Para la simulaciéon del movimiento del manipulador, gobernado por las
ecuaciones del modelado via cuaterniones, se desarrollé una interface visual que apro-
vecha las caracteristicas del modelo en CAD realizado en el lenguaje VRML (Virtual
Reality Modeling Language)[28], asi como la solucién de las ecuaciones por medio de

MatLab®.

5.1. Modelado en realidad virtual

El Lenguaje para modelado de realidad virtual VRML (por sus siglas en inglés), es
un formato de de archivo normalizado, el cudl, tiene por objetivo la representaciéon de
escenas u objetos representados de forma tridimensional disefiados principalmente para

su empleo en la WEB|31].

El termino VRML aprecio por primera ves en 1944 por Tim Berners-Lee en una con-
ferencia web, donde habld de la necesidad de estandarizar los modelos virtuales 3D en
la web. De esta conferencia nacié la necesidad de desarrollar un lenguaje comtn para

la descripcién de los mundos 3D.

91
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De este modo, en la Primera Conferencia Mundial de la www en Ginebra se aprobé el
desarrollo de un nuevo lenguaje que permitiese crear mundos en tres dimensiones a los

gue se pudiera acceder por la www.

Con el tiempo se desarrolld el lenguaje dentro de varios requisitos: que fuese adaptable
a la red, que no requiriese una linea de alta velocidad (anchos de banda elevados), que

fuese multiplataforma, etc[31].

Mediante el uso del lenguaje VRML es posible la descripcién de escenas compuestas por
objetos 3D, que pueden estar basados en formas geométricas basicas o de estructuras
complejas compuestas por vertices y aristas que forman un poligono tridimensional con
un color en la superficie. VRML permite también definir objetos 3D multimedia a los
cuales se puede asociar un enlace de manera que el usuario pueda acceder a una pagina
web, imagenes, videos u otro archivo VRML de internet cada vez que haga click en el
componente grafico en cuestion.

Este modo de visitar sitios en internet es mucho més avanzado y posee grandes ven-

FIGURA 5.1: Bjemplo de realidad virtual.

tajas. Para empezar la navegacién se desarrolla de una manera mucho maés intuitiva,
dado que la forma de actuar dentro del mundo virtual es similar a la de la vida real.
Podemos movernos en todas las direcciones, no sélo izquierda y derecha sino también

adelante, atrés, arriba y abajo. Podemos tratar con los objetos como en la vida misma,
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tocarlos, arrastrarlos, etc. También los escenarios son mucho maés reales, pensemos por
ejemplo en una biblioteca virtual, en ella podriamos andar por cada una de las salas,

tomar determinados libros y leerlos.

Cada ves los accesos a internet se han convertido en experiencias mas reales. Sin embargo
VRML presenta grandes limitaciones en sus potencialidad de desarrollo, debido a la
necesidad de procesar gran cantidad de datos, esto se ira cubriendo con la llegada de
nuevos periféricos, como cascos o guantes, que ayuden en la manipulacién de estos

entornos.

5.1.1. Desarrollo del modelo en realidad virtual

Como se vio en la seccién anterior “Virtual Reality Modeling Language” (VRML), ayuda
en la creacion de modelos virtuales en 3D, de cualquier objeto, mundo, entorno, o
elemento que se requiera.

Las ventajas que se tiene al desarrollar el modelo virtual del robot IRB1600 son:

> Software de acceso libre

> Comandos de desarrollo partir de comando de texto

> Interfaz numérico

> Compatibilidad con MatLab® y Simulink

> Creaci6én de cualquier geometria en 2D y 3D
La programacion de objetos en VRML se logra por medio de nodos y campos enlos
cuales se especifican las caracteristicas visuales y dimensionales de dicho objeto, siendo
estas ultimas programadas en coordenadas cartesianas que unen los puntos de cada no-

do, para la obtencién del modelo virtual del robot IRB1600 se tomaron los parametros

proporcionados por ABBJ[28].
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Cada una de las piezas es creada por separado, comenzando con la base (ver Figu-
ra 5.2), desarrollando cada uno de los eslabones hasta llegar obtener el cuerpo del

robot. Posteriormente cada una de estas piezas son anidadas una tras otra hasta formar

FIGURA 5.2: Base del robot creada mediante VRML.

una cadena cinemaética como la descrita en la Figura 2.13, para realizar este ensamble es
necesario utilizar el complemento de MatLab®, “ V-Realm Builder”, €l cual nos ayuda
a anudar de forma eficiente cada uno de los cuerpos que conforman el robot, dando las

caracteristicas de requeridas a dichos cuerpos, como se muestra en la Figura 5.3 al rea-
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=98 New World R
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] jump
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Fi1cUuRA 5.3: Union de los cuerpos del robot.

lizar esta union es posible manipular el modelo virtual del robot, colocando los centros

rotacionales adecuados para realizar la simulacién del movimiento de este robot.
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5.1.2. Animacién del modelo VRML mediante MatLab®

Mediante el uso de MatLab® es posible manipular cada una de las articulaciones del
modelo utilizando un visor de navegacién. Mediante este navegador es posible manipular
los objetos creados y visualizar su entorno gréafico.

MatLab® genera un enlace entre el mundo virtual y el calculo obtenido de las ecuaciones

programadas a través del comando:

1 vrworld: Crea un mundo virtual asociado con el archivo de nombre de archivo

VRML y devuelve su identificador.

+ vr.canvas: Crea una figura de MatLab® que contiene un lienzo de realidad virtual

que muestra al mundo la realidad virtual especificado.

Una vez que el enlace se ha realizado se puede acceder y modificar cualquier parametros
correspondiente a este mundo virtual.

Para la generacién del movimiento del robot IRB1600, gobernado por las ecuaciones
desarrolladas en el modelo via cuaterniones es necesario crear una interfaz, que utilice de
forma eficiente las caracteristicas del modelo VRML, el cudl proviene del modelo CAD
del robot, asi como también debe contar con la capacidad de solucionar las ecuaciones
del modelo rotacional mediante MatLab®, las cuales ya han sido programadas, dicha
union se logra mediante una serie de comandos que funcionan en MatLab®, y que
modifican los valores asociados al mundo virtual relacionado al modelo VRML. Entre

los comandos mas utiles y comunes para los objetos se tiene:

t Center (centro): Representa la posicién (x,y,z ) del punto de un objeto, sobre el
cual se establece la traslacién y rotacién del mismo (se debe de tener en cuenta

esto al momento de enlazar con MatLab®)

t Rotation (rotacién): Establece la rotacién absoluta del cuerpo con respecto al

sistema de coordenadas globales.

t Scale (escalado): Constituye al factor de escalado del objeto en cada uno de los

ejes.
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t Traslation (traslacion): Establece la traslacién del cuerpo con respecto al sistema

de coordenadas globales.

Para dar movimiento al robot, a cada pieza que se mueve se le asigna una rotacién o
traslacién, este movimiento se toma con respecto al centro de gravedad de las piezas
a mover, por lo que es necesario agregar el centro de rotacién antes de realizar el

movimiento.

5.2. Creacion del la GUI en MatLab®

Las herramientas de realidad virtual proveen una flexible interfaz con MatLab® y los
mundos de realidad virtual. Una vez que los objetos en un ambiente 3D son creados,
asociamos estos objetos con MatLab®, obteniendo su control mediante el uso de fun-
ciones y métodos matematicos.

Desde MatLab® pueden ser creadas Interfaces Graficas de Usuario (GUI’s por sus siglas
en ingles), mediante las cuales es posible realizar mapas virtuales del funcionamiento de
dichos objetos, creando llamadas, funciones que provean de movimiento, propiedades
de los objetos, determinar la estructura de los visores o asignar cualquier nuevo valor

a todas las variables de los nodos y sus campos.

5.2.1. GUI Cinemaéatica directa

Para tener un control de forma grafica se construyo una GUI en la cual se pudiera ma-
nipular las variables relacionadas con cada una de las articulaciones del robot IRB1600
y se pudiera compara los resultados obtenidos de forma numeérica, a través de una re-
presentacién gréfica que muestre los valores calculados mediante el modelo rotacional
ademads de una representacién grafica mediante el control de movimiento del modelo
VRML del robot.

La Figura 5.4 muestra la interfaz grafica de usuario en la cual se lleva a cabo la ani-

macién del modelo construido en VRML del robot, esta animaciéon se realiza mediante
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FIicurA 5.4: GUI para la animacién VRML del robot.

la introduccién de datos, los cuales, son calculados por los algoritmos del modelo rota-
cional, el funcionamiento de esta GUI se describe a continuacién:

En la GUI se cuenta con una seccién para la seleccién del problema cinemético, en

— Seleccion del Problema Cinematico

’/Se|eccidn del Problema Cinematico @ Cinematica Directa © Cinematica Inversa

© Cinemética Directa @ Cinematica Inversa Seleccién de Posicién de Codo
’ © Arriba @ Abajo

FI1GURA 5.5: Seleccién del problema cinematico. F1cURA 5.6: Seleccién codo arriba/codo abajo.

el cudl, se puede elegir entre cinematica directa y cinemadtica inversa como se muestra
en la Figura 5.4, si es seleccionada la opcién de la cinemadtica inversa aparece una sub-
opcién para elegir entre la configuracién codo arriba y codo abajo, como se muestra en
la Figura 5.5, ya que cada una de los botones de opcién estdn enlazados a una parte del
algoritmo creado para la solucién de la cinematica inversa descrito en la Seccion 4.2.4.
Para el caso de “Cinematica Directa” se activan los pardmetros que corresponden a los
desplazamientos angulares correspondientes a los cuaterniones relativos de cada articu-
lacién (ver Figura 5.6 ), hay que tomar en cuenta que estos valores estin restringidos
a las limitaciones fisicas del robot (ver ANEXO DEL DATA SHEET DEL ROBOT),

también se selecciona el tiempo en el cuél se realizara la animacién. una ves selecciona-
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FIGURA 5.7: Selecciéon de los desplazamientos angulares.

dos los desplazamientos angulares y el tiempo en el que se realizara la animacién, para
visualizar el movimiento y calcular los desplazamientos que tendra el robot en cada una
de sus articulaciones es necesario pulsar el botén de “Animar’(ver Figura 5.8),dicho

botbén activa el comienzo del calculo con el cual se realiza el movimiento de los eslabones
del robot .

FIGURA 5.8: Botones de animacién.

Los datos obtenidos del calculo se muestran en la parte “ Posicién de las articulacio-

nes” (ver Figura 5.9 ) ,también se pueden observar las graficas que se derivan de los

Posicion de las
articulaciones
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FIGURA 5.9: Botones de animacién.
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cuaterniones obtenidos del modelo rotacional.

FIGURA 5.10: Cuaterniones de rotacién.

Los datos numéricos de dichos cuaterniones son los que dan el movimiento al modelo

VRML, a través de la modificacién del parametro “ Rotation”.

Es posible observar en la programacién que describe el funcionamiento de la GUI como
se realiza la modificaciéon de los valores que realizan la animacién del modelo VRML (ver
Apendice C). De esta forma se puede verificar que el modelo rotacional desarrollado con
cuaterniones es una representacién confiable de las rotaciones realizadas por el robot

para la cinematica directa, como se muestra en la Figura 5.11.

NOTA: Los valores que realizan las rotaciones para el mundo virtual (VRML) se eje-
cutan mediante las rotaciones descritas por un eje-dngulo por lo que los cuaterniones

obtenidos del modelo rotacional se convierten a este formato mediante la siguientes
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FIGURA 5.11: Representacion de la animacion MatLab® /VRML.

ecuaciones:

aq(q) = Z2acos(qo) (5.1)
q1:3 q1:3

= 5.2

nq(q) 3l " (5.2)

donde ng(q) corresponde al eje de rotacién y «q(q) es el dngulo de rotacién(32].
El diagrama de la Figura 5.12 es una representaciéon esquematica del funcionamiento

de la GUI para la cinematica directa.

5.2.2. GUI Cinematica inversa

La GUI cuenta con la opcién de representar de forma gréfica el comportamiento del
modelo rotacional, desarrollado con cuaterniones, mediante la comprobacién para la
cinematica inversa. En la Seccién 4.2.4 se muestra el desarrollo de la solucién para el

problema cinematico inverso para el robot IRB1600.
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FicUurA 5.12: Esquema de funcionamiento de la GUI.

Para poder calcular los cuaterniones necesarios para adquirir una configuracién especi-
fica para el robot a través del problema cinematico inverso, es necesario seleccionar en
la opcién “Cinemdtica Inversa” en la seccion “Seleccion del Problema Cinemdtico”
(ver Figura 5.5) como se menciono en la Seccién 4.2.4, el problema cineméatico inverso
cuenta con dos soluciones posibles conocidas como “Codo Arriba y Codo Abajo” por
lo que es necesario, especificar la configuracién deseada, en la secciéon “Seleccion de
Posicion de Codo” de la GUI como se muestra en la Figura 5.6.

Al realizar esta seleccién se des activan los campos de las variables a calcular (01, 0, y

FiGuRrA 5.13: Campos 01, 0, y 03 desactivados.
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03), como se muestra en la Figura 5.13, estos son los valores que determinan la posicién
del robot, como se describe en la Seccibén 4.2.4

Los campos correspondientes a la orientacién (64, 05 y 05), permanecen activos para
establecer la orientacién que deberd adquirir el robot al alcanzar el valor deseado, siem-

pre y cuando se encuentre en su espacio de trabajo (ver Apendice A.), como se muestra

en la Los campos correspondientes a la posicién, son los valores relacionados con la

Theta 4
20

Theta 6 |l 90

FIGURA 5.14: Seleccién de la orientacién deseada, para la cinematica inversa.

posicién del efector final, es decir, X¢, Y2 v Zg, los cuales se activan al seleccionar la

opcién “ Cinemdtica Inversa’ (ver Figura 5.15).

x6 IR vo D z6 IR

FIGURA 5.15: Seleccién de la posicién deseada, para la cinematica inversa.

Una vez seleccionada la posicién y orientacién deseada se pulsa el botén “ Calcular’
(este se encuentra activo una vez que se selecciona la opcién Cinemdtica Inversa), el
cudl, realiza el calculo de las variables 01, 0, y 03, colocando el valor calculado en la

interfaz (ver Figura 5.16).

en la opcién “Cinemdtica Inversa— Seleccion del Problema Cinemdtico” se puede
alternar entre la configuracién “Codo Arriba y Codo Abajo”, con lo que al pulsar nue-
vamente el botén calcular, se observa como cambian los valores de 01, 0, y 03, para cada
una de las configuraciones (ver Figura 5.17) Cuando la seleccion esta hecha se puede
observar la animacién del recorrido que tendra el robot pulsando el botén “Animar”,
el cual, toma los pardmetros que se encuentran en cada uno de los desplazamientos

angulares y realiza el movimiento mediante la utilizacién del modelo rotacional basado
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Figura 5.17: Calculo de las variables 01, 0, y 03, seleccién de la configuracién Codo Arriba y Codo Abajo.

en cuaterniones. En las Figuras 5.18 y 5.19) se puede observar la animacién realizada
mediante el modelo VRML, las posiciones que tiene cada una de las articulaciones, asi
como, las gréficas relacionadas a sus cuaterniones de rotacién, mostrando que se tienen

una rotacién continta evitando puntos singulares.

Mediante el uso de esta GUI es posible observar que el modelo VRML del robot IRB1600
representa de forma confiable las rotaciones mediante cuaterniones de las articulaciones
de este robot, temiendo una representacion grafica del movimiento realizado sin necesi-
dad de realizarlo fisicamente, teniendo con esto una gran ventaja a la hora de verificar

los movimientos realizados por el robot.
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ion del Problema Cinemético.
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FIGURA 5.18: Animacién mediante la configuracién codo arriba.
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FI1GURA 5.19: Animaciéon mediante la configuracién codo abajo.



Capitulo 6

Validacion fisica del modelo

A lo largo de este capitulo se llevara a cabo la validacién del modelo rotacional desa-
rrollado via cuaterniones realizado en el Capitulo 4 con el modelo virtual en VRML del
Capitulo 5. La finalidad de esta validacién es poder utilizar el modelo virtual como una

herramienta 1til y actual en el modelado de la cinematica directa e inversa.

Por otra parte se realizo la validacion fisica del modelo matematico via cuaterniones y
el modelo virtual, utilizando para este fin la central inercial Pololu MinIMU-9 v2 (ver

Apendice D).

6.1. Mediciéon de parametros en el robot

Para llevar a cabo la validacién fisica del modelo rotacional, se utiliz6 la central inercial
Pololu MinIMU-9 v2 (ver Apendice D), la cual combina un girémetro con tres acele-
rometros ortogonales DC y tres magnetémetros ortogonales, los cuales, actian como
dispositivos esclavos en un mismo bus [*C, asi es posible adaptar esta central inercial,

a un microcontrolador para la salida de datos en ambientes dinamicos y estaticos.

Las centrales inerciales en general son aptas para aplicaciones como; vehiculos aéreos,
submarinos, navegacién robética, ciencias computacionales, animacién, manufactura,
etc.
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La siguiente informacién es importante tomarla en cuenta para el entendimiento del

funcionamiento de la central inercial.

6.1.1. Girémetros

Un girdbmetro es un aparato que mide velocidades de rotacién y gracias a la tecnologia
actual tiene alta precisién. Se pueden utilizar en aplicaciones que involucren navega-
cion, estudios geofisicos o pruebas que incluyan relatividad en general[33].

Un girémetro puede utilizar diferentes tipos de giroscopios uno de los més importantes
es el giroscopio vibrador que funciona gracias al efecto piezoeléctrico el cual se genera
cuando una fuerza o presién son ejercidas sobre el material piezoeléctrico, este produ-
ce un voltaje. Reciprocamente, el estado opuesto puede ser inducido. Si una corriente
alterna se aplica al material, este resuena o vibra en una cierta frecuencia. A esto se le
llama el efecto piezoeléctrico inverso.

Cuando una corriente alterna es aplicada al giroscopio, esto causa que los dos brazos
tipo “T" que son externos del elemento oscilen y se muevan en direcciéon opuesta el uno
del otro a una frecuencia alta. Cuando se es aplicada una rotaciéon, los elementos del
giroscopio son minuciosamente girados y una segunda fuerza llamada fuerza de Coriolis
toma un papel importante en el funcionamiento de este sistema de sensado.

La fuerza de Coriolis acttia perpendicularmente sobre el elemento oscilante del giros-
copio de arriba a abajo, causando que los elementos de sensado que se encuentran en
medio del sensor vibren y por lo tanto produzcan un corriente proporcional a la razén
de la velocidad angular o rotacién aplicada. La corriente es amplificada dentro del gi-
roscopio, y un voltaje correspondiente a la velocidad angular es generado. Esta sefial se
calcula electrénicamente y se envia la informacién obtenida por el sensor a la interface
o al actuador correspondiente (ver )[34].

La fuerza de Coriolis que actuan sobre la masa de perturbacién es méas fuerte con una
masa de perturbacién maéas pesada, porque la fuerza de Coriolis es proporcional a la
velocidad de vibracioén, la velocidad angular y el peso de perturbacién [35].

Sin embargo los giroscopios tienen indices de flujo relativamente altos, que causan el
crecimiento ilimitado en errores en orientacién. A causa de su potencial de el creci-
miento ilimitado de errores, los giroscopios sélo puede ser usados en conjuncién con

periddicas actualizaciones de posicién absoluta[36], también presentan un offset que
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FIQURA 6.1: Generalmente, en el Modo de reposo (sin rotacién), los elementos de sensado se encuentran estables
y solo los brazos tipo “T” oscilan. Cuando un movimiento rotatorio es aplicado, los elementos de sensado vibran,
y el sensor detecta una sefial diferencial de la rotacioén [34]

varia con la temperatura.

Para medir posiciones angulares en los tres ejes (pitch, roll y yaw), son necesarios tres
giroscopios y de esta forma si los tres sensores giroscopios se encuentran integrados en
un solo dispositivo, las velocidades angulares generadas por las perturbaciones en la

masa o por la fuerza de Coriolis pueden ser detectadas facilmente.

6.1.2. Acelerometros

Se denomina acelerometro a cualquier instrumento destinado a medir aceleraciones. El
acelerémetro es uno de los transductores mas versatiles, siendo el més comin el piezo-
eléctrico por compresiéon. Este se basa en que, cuando se comprime un reticulo cristalino
piezoeléctrico, se produce una carga eléctrica proporcional a la fuerza aplicada.

Los elementos piezoeléctricos estan hechos normalmente de circonato de plomo. Los
elementos piezoeléctricos se encuentran comprimidos por una masa, sujeta al otro lado
por un muelle y todo el conjunto dentro de una caja metalica. Cuando el conjunto
es sometido a vibracién, el disco piezoeléctrico se ve sometido a una fuerza variable,
proporcional a la aceleraciéon de la masa.

Este dispositivo junto con los circuitos eléctricos asociados se puede usar para la me-
dida de velocidad y desplazamiento ademéas de la determinacién de formas de onda y
frecuencia. Una de las ventajas principales de este tipo de transductor es que se puede
hacer tan pequeiio que su influencia sea despreciable sobre el dispositivo vibrador. El

intervalo de frecuencia tipica es de 2 Hz a 10 KHz.
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Los acelerémetros electrénicos permiten medir la aceleracién en una, dos o tres dimen-
siones, esto es, en tres direcciones del espacio ortonormales. Esta caracteristica permite
medir la inclinacién de un cuerpo, puesto que es posible determinar con el acelerémetro
la componente de la aceleracién provocada por la gravedad que actiia sobre el cuerpo.
Un acelerémetro también es usado para determinar la posicién de un cuerpo, pues al
conocerse su aceleraciéon en todo momento, es posible calcular los desplazamientos que
tuvo. Considerando que se conocen la posicién y velocidad original del cuerpo bajo
andlisis, y sumando los desplazamientos medidos se estima la posicién [37]. Sin embar-
go, es necesario separar la medida de aceleracién debida al movimiento y la aceleracién

gravitacional para la estimacién de la orientacién [38].

6.1.3. Magnetémetros

Se llama magnetémetro a los dispositivos que sirven para cuantificar en fuerza y/o di-
recci6én de la sefial magnética de una muestra. Hay algunos que miden el cambio en peso
aparente que se produce en una muestra al aplicar un campo magnético, y también los
hay muy sofisticado, como los dotados de Dispositivos superconductores de interferen-
cia cuantica, que son los méas sensibles actualmente.

Magnetéometros de tres ejes (Three axis magnetometers - TAMs) son usados exten-
samente para operaciones de navegaciéon espacial. El concepto béasico detrds de estos
dispositivos es uno muy simple, implicando un sensor magnético acoplado con una uni-
dad de electrénica para proporcionar datos en un formato digital. Estos sensores son
atiles ya que proporcionan tanto direccién como magnitud del campo magnético; Estos
son de peso ligero, confiables, y tienen bajo exigencias de potencia. Es conocido que
un TAM puede ser usado determinar una posiciéon en tres ejes cuando se acopla a un
giroscopios o un modelo dindmico [39].

Una problema en el uso de magnetémetros es exactitud de la posicién obtenida debida
a la precision de la calibracién. La exactitud obtenida usando un TAM depende de cier-
tos factores, incluyendo: perturbacién ferromagnética, factores de escala y correcciones
de no ortogonalidad. Los factores de escala y correcciones de no ortogonalidad ocurren
porque los ejes del magnetémetro individuales no son ortogonales, tipicamente debido
a gradientes térmicos dentro del magnetémetro o a la tensiéon mecanica. Adn perfecta-

mente calibrado y sin ruido, existen inexactitudes en los magnetémetros, debido a la
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incertidumbre en el modelo del campo geomagnético de la Tierra. Estos errores lamen-
tablemente son tipicamente no lineales y no gaussianos, que depende de muchos factores
(véase [40] para més detalles). Estos factores limitan la estimacién de la posicién. La
calibracién de magnetémetro a menudo es lograda usando métodos donde una coleccién
entera de datos debe ser almacenada para determinar los paradmetros desconocidos. Este
proceso a menudo es repetido muchas veces durante el uso en un sistema espacial para

asegurar la mejor precisiéon posible obtenida de las medidas de un magnetémetro.

Ahora el funcionamiento de un magnetémetro es basicamente esta: la sefial del mag-
netometro (ymy) mide el campo magnético terrestre (yme) y es sensible a cualquier

perturbacién electromagnética del entorno (yq):

YM = YME +Yd

En ausencia de perturbaciones ferromagnéticas, la medida normalizada de los magne-
tometros nos ofrece la orientacion en el plano horizontal (acimut) del sistema local o
inercial ([X[ Y1]) respecto al de referencia global ([X¢ Yg]). Por tanto, fusionando ambas

estimaciones podemos conocer la orientacién local ([Xy Yr Zt]) [41].

6.1.4. Brazo articulado

Con respecto a la modelizacién, esta se baso en un brazo articulado, en el marco de la
captura de movimiento, para ello, nos centramos en los robots denominados “ligeros”,
robot en los cuales todos los actuadores son solidarios con la armadura a fin de limitar

el movimiento de las masas de los diferentes elementos.

Aunque las herramientas son validas para todos los tipos de robots, nos basamos ex-
clusivamente en los robots de tipo 3R [42],(R para la Rotacién) que ofrece un interés
especial para nuestra aplicacién, ya que nuestro estudio se basa en articulaciones de

tipo rotacionales.
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6.2. Validacion fisica del modelo rotacional

Los datos obtenidos de la central inercial de acuerdo con lo establecido en la Sec-
cién 6.1.1, Seccién 6.1.2 y Seccidén 6.1.3 son acoplados mediante su conexién a través de
la plataforma de desarrollo abierta “Arduino”[43], el cual, toma los valores de la central
inercial Pololu MinIMU-9 v2 mediante el algoritmo de programacién basada en [44], el
cual, realiza las mediciones para cada uno de los sensores acoplados a esta unidad iner-
cial, estos valores son entregados en dngulos de Euler y guardados para posteriormente

ser procesados.

La central inercial es montada en cada una de las articulaciones méviles del robot, con
esto se guardan los valores de desplazamiento rotacional obtenidos a través de la central
inercial, una vez tomados los valores de los desplazamientos rotacionales, de cada una
de las articulaciones, los datos son recuperados por MatLab® y procesados para repro-
ducir el movimiento realizado por el robot a través del modelo virtual desarrollado en

la Secci6n 5.1.

De los valores obtenidos es posible obtener los valores mostrados en la Figura 6.2 es-
tos datos corresponden a una tarea de trabajo utilizada en una celda de manufactura

industrial. con los valores obtenidos de la central inercial se realiza la validacién del

Datos obtenidos mediante IMU
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FIGURA 6.2: Grafica de datos obtenidos mediante la IMU Pololu MinIMU-9 v2

modelo rotacional (ver Capitulo 4) a través del modelo virtual Capitulo 5. Mediante la
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animacién producida por el modelo virtual es posible observar que se representa de una
forma confiable el movimiento realizado fisicamente por el robot a través del modelo
virtual como se puede observar en la Figura 6.3, como se menciono en el Capitulo 5
este modelo virtual obedece a las ecuaciones obtenidas del modelado rotacional basado
en cuaterniones para el robot IRB1600.

Del modelo rotacional basado en cuaterniones también se pueden obtener las graficas

FIGURA 6.3: Animacién obtenida mediante los valores tomados de la IMU

comparativas de los valores obtenidos para cada una de las juntas rotacionales tomando
los valores que representan los cuaterniones para cada una de esas juntas en angulos
de Euler asi como los valores obtenidos mediante las matrices de rotaciéon en las que

se basa el “algoritmo Denavit-Hartemberg’ para la obtencién del modelo cinematico

directo (ver Seccién 2.3.1),

la Figura 6.4 representa el movimiento generado por la primer articulaciéon, el cual,

ROLL PITCH YAW

Cuaternion o o o

o En Annn T A AN A i ann

Matriz de
Rotacion

U 2000 ExL) UL 2000 Extt) 000 2000 BT

FIGURA 6.4: Valores comparativos de los Cuaterniones vs Matrices de rotacién para la primer articulacién
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corresponde al movimiento de la base, teniendo como resultado un desplazamiento an-

gular en “ Yaw’.

La Figura 6.5 representa el movimiento de la segunda articulaciéon sobre la cadena

ROLL PITCH YAW
15 150 15
n
w w0 w
Cuaternion 1 I S S—
n n n
100 100 100
1 150 1
7500 2000 000 7500 7000 000 o 2000 3000
150 150 150
1 100 100
50 50 \_/- 50
Matriz de
; o o o
Rotacion
s 50 £
100 100 100
15 <150 15
1000 2000 2000 1000 2000 2000 1000 2000 2000

FIGURA 6.5: Valores comparativos de los Cuaterniones vs Matrices de rotacién para la segunda articulacién

cinematica, por lo que el movimiento generado tiene como resultado, el desplazamien-
to angular en “Pitch” mas el movimiento anterior en “ Yaw”, debido a sus respectivos

sentidos de rotacién de acuerdo a al sistema de coordenadas de referencia.

ROLL PITCH YAW

Cuaternion n n

[ 2000 So00 000 2000 3000 000 2000 )

Rotacion

e 50 50
Matriz de
u n u

1000 2000 3000 1000 2000 3000 1000 2000 3000

FIGURA 6.6: Valores comparativos de los Cuaterniones vs Matrices de rotacién para la tercera articulacién

En la Figura 6.6 es posible observar que los valores obtenidos mediante las matrices de
rotacién sufren indeterminaciones causadas por el efecto del “ Gimbal-Lock” (ver Sec-

cién 2.3.1) en las rotaciones sucesivas de la cadena cinemética, debido al efecto de que
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tienen las matrices de rotaciéon en la convencién Denavit-Hartemberg el giro de la ter-

cer articulacion es reflejado en el eje “ Roll’ ocasionando el ya mencionado Gimbal-Lock.

ROLL PITCH YAW
150 150 150
100 100 100
s 50 £
Cuaternion o o o
s 55\/—/‘— 0
w “w w
150 150 150
150 150 150
100 100 100
s &0 £
Matriz de

o o o

Rotacion _\_/
E 0 50
100 100 100
150 150 150

o P 0w g Py 0w g Ty S

FIGURA 6.7: Valores comparativos de los Cuaterniones vs Matrices de rotacién para la cuarta articulacién

La Figura 6.7 muestra los movimientos relacionados con la cadena cinematica llegando a
la cuarta articulaciéon, de la cual es posible observar como la indeterminacién que sufrié

en la cuarta articulacién genera cambios en ésta aumentando de manera significativa.

ROLL PITCH YAW
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[ 2000 So00 000 2000 3000 000 2000 )

Matriz de B . B
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e

1000 2000 3000 1000 2000 3000 1000 2000 3000

FIGURA 6.8: Valores comparativos de los Cuaterniones vs Matrices de rotacién para la quinta articulacién

Las figuras anteriores muestran como el uso de los cuaterniones para el desarrollo del
modelo cinemaético del robot, disminuye las indeterminaciones que se generan con el

uso de las matrices de rotacidn.
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Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo se han estudiado las herramientas con las cudles es posi-
ble desarrollar el modelo rotacional de un robot de 6 GDL con la estructura cinemaética

del IRB1600, de las que podemos concluir lo siguiente:

v' Con el cuaternién se comprobé que es posible obtener un operador lineal y que
este operador qvq* es una rotacién en R3 de un &ngulo de 20 al rededor del eje q,
mostrando que las representacién de la rotaciéon de un objeto en el espacio 3D es

mas sencilla y préactica.

v Con el operador qvq* y un &ngulo de % se puede definir una transformacién lineal
Lv la cual preserva el producto interno, la norma y el &ngulo y ademads representa
una rotacién positiva del vector v con respecto al marco de coordenadas por un

angulo de O al rededor del eje del cuaterniéon q.

v' Con el uso operador lineal Lv se llego a desarrollar un operador rotacional me-
diante el cual se describen rotaciones sucesivas del cuerpo rigido, haciendo maés

sencillo el uso de los cuaterniones en el modelado de las rotaciones del vector v.

v Mediante el uso del operador se demuestra que el modelo rotacional desarrollado

en la Seccibén 4.2.2, es una representacion fiel y confiable de la cinematica directa.
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v' Mediante el uso del método geométrico para la solucién del problema cinemaéatico
inverso, se puede verificar que eel uso de los cuaterniones para el desarrollo del mo-
delo rotacional es una forma simple de obtener los calculos para el desplazamiento

angular de cada uno de los eslabones del robot.

v A través del desarrollo del modelo virtual se tiene es posible constatar que el
modelo rotacional funciona de forma adecuada por lo que se puede confiar en las

animaciones resultantes.

v' Con el desarrollo de la GUI y la union de esta con el modelo VRML y el modelo
rotacional, se puede evaluar el correcto desplazamiento del robot para alcanzar
un punto, esta aplicaciéon podra tener un futuro importante en el drea académica

e industrial.

v Con el uso de un software comercial (MatLab®) es posible realizar una progra-
macién de forma sencilla, esto facilita la exploracién de la informacién, lo cual,

permite generar ambientes amigables y complejos a costos relativamente bajos.

v' La estimacién de la orientacién mediante al incorporacién de los valores adquiridos
de la central inercial Pololu MinIMU-9 v2, con el fin de resolver el caso cineméatico

permite validar el modelo con informacién real en tiempo diferido.

7.1. Trabajo futuro

Derivado de este trabajo se puede ampliar a varios trabajos a futuro, con la finalidad
de poder implementar la programacién de basada en cuaterniones y asi conocer el
comportamiento rotacional de un cuerpo rigido rotando alrededor de un vector unitario

de forma tridimensional, obteniendo la posicién del efector final en tiempo real.

v' Realizar mejoras en la parte de la GUI donde se puedan implementar rutinas
que pudieran ser visualizadas en el modelo virtual, con el fin de incrementar la

funcionalidad de esta.

v' Levar a cabo una generalizacién de este trabajo a fin de obtener la cinematica de

cualquier tipo de robot.
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v' Estimacién en tiempo real de la desviacién que se genera en los girémetros, lo

cual es un problema de estimacién en tiempo real 6 en linea.

v' Debido a que en este trabajo se presenta un método de facil implementacién a
futuro se desea reconocer la posicién y la orientacién para cualquier tipo de robot,
lo cual, implica trabajar con cuaterniones duales los cuales ofrecen una solucién
a este problema ya que el modelo basado en cuaterniones duales trabaja con

informacién como las orientaciones y las distancias.

v" Desarrollar el modelo dindmico para este tipo de robots basado en cuaterniones

duales.

v' Implementar el modelo rotacional obtenido en una base que no se encuentre fija.
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IRB 1600

The highest performance 10 kg robot.

Performance is often a trade off,
optimizing for speed or accuracy. With
ABB'’s IRB 1600, you don’t have to
choose.

The IRB 1600 has up to 50 percent shorter cycle times than
competing robots in material handling, machine tending and
process applications. It speeds up and slows down faster
than other robots, saving time while moving between tasks.
This is possible due to ABB’s patented second generation
QuickMove motion control, combined with the robot’s strong
motors and low friction losses in the spur gears.

At high speed, most robots will cut corners. With the IRB
1600, the path will be the same regardless of speed, thanks
to the robot’s unique combination of brains and brawn.
Intelligent second generation TrueMove motion control means
that "what-you-program-is-what-you-get”. Add muscle - a
heavy and stiff design — low vibrations and low friction — and
you have a robot that will deliver consistently high work piece
quality, high yield and few rejects.

The IRB 1600 offers outstanding reliability, even in the tough-
est environments and the most demanding 24/7 duty cycles.
The entire manipulator is IP 54 classed and sensitive parts are
IP 67 classed as standard. The optional protection Foundry
Plus offers IP 67, special paint, rust protection and is tailor
made for tough foundry environments. The rigid and heavy
design combined with spur gears, make the robot extremely
robust. Smart collision detection software further adds to the
robot’s outstanding reliability.

Mounting is fully flexible: on a shelf, on the wall, tilted or
inverted. By choosing the compact short-arm version with the
1.2 m reach, you can even fit the IRB 1600 inside a machine,
while ensuring sufficient payload as the maximum total load is
as high as 36 kg.

Low friction spur gears, and no unnecessary moves due

to QuickMove and TrueMove, reduces power consumption
down to 0.58 kW at max speed, and even less at low speeds.
The airborne noise level of just <70 dB (A) secures a healthy
sound environment.

AL 1D ID
MRPpD

Power and productivity
for a better world™



IRB 1600

Main applications

Working range

Machine tending, material handling, arc welding, cutting, dispensing,

assembly, palletizing and packaging, measuring, die casting, injection

moulding

Specification

Variants Reach(m) Payload(kg) Armload(kg)
IRB 1600-6/1.2 1.2 6 30,56
IRB 1600-6/1.45 1.45 6 30,5
IRB 1600-10/1.2 1.2 10 20,5
IRB 1600-10/1.45 1.45 10 20,5

Number of axes

6+3 external (up to 36 with MultiMove)

Protection Standard IP54; opt. FoundryPlus 2 (IP 67)
Mounting Floor, wall, shelf, tilted, inverted

IRC5 Controller variants Single cabinet, Dual cabinet, Compact
Physical

Dimensions robot base: 484 x 648
Robot height: IRB 1600-6/1.2 and IRB 1600-10/1.2 1069 mm
Robot height: IRB 1600-6/1.45 and IRB 1600-10/1.45 1294 mm
Robot weight: 250 kg

Performance (according to ISO 9283)

6/1.2 6/1.45

10/1.2 10/1.45

Pos. repeatability (RP)

0.02 mm 0.02 mm

0.02 mm 0.05 mm

Path repeatability (RT)

0.13mm  0.19 mm

0.06 mm 0.13 mm

Movement

Working range

1.2

1.45

Axis 1
Axis 2
Axis 3
Axis 4

Axis 5
Axis 6

Maximum Speed
Axis 1
Axis 2
Axis 3
Axis 4
Axis 5
Axis 6

+180° to -180°
+136° to -63°

+55° to -235°
+200° to -200° def.
+/-190° revolution
+115°to -115°
+400° to -400° def.
+/-288 revolution

6 kg

150°/s

160°/s

170°/s

320°/s

400°/s

460°/s

+180° to -180°
+150° to -90°

+65° to -245°
+200° to -200° def.
+/-190° revolution
+115° to -115°
+400° to -400° def.
+/-288 revolution
10 kg

180°/s

180°/s

185°/s

385°/s

400°/s

460°/s

Electrical connections

Supply voltage
Power consumption

200-600 V, 50-60 Hz
ISO-Cube at max speed 0.58 kW

Environment

Ambient temperature for mechanical unit:

During operation

+ 5°C (41°F) to + 45°C (113°F)

During transportation and storage

- 25°C (- 13°F) to + 55°C (131°F)

For short periods (max 24h)

up to + 70°C (158°F)

Relative humidity

Max. 95% at constant temperature

Safety Double circiuts with supervisions,
emergency stops and safety func-
tions, 3-position enable device

Emission EMGC/EMI shielded

Data and dimensions may be changed without notice

www.abb.com/robotics
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Apéndice B

Algoritmo del modelo rotacional del
robot IRB1600

%% %% %% %% % %% %% %%

function [R]=Qrot(q,p)

FHsta funcion rota un punto mediante el operador rotacional Luv
% donde el cuaternion de rotacion es g y el punto a rotar es p

% teniendo como retorno un punto R

pl=| 2xq(1)"2—1+2xq(2) "2, 2xq(2)xq(3)—2+q(1)*q(4), 2xq(2)xq(4)+2xq(1)*q(3);
2xq(2)*xq(3)+2xq (1) xq(4), 2%q(1)"2-1+2%q(3) "2,  2%q(3)*q(4)—2+q(1l)*q(2);
2xq(2)xq(4)—2%q(1)*q(3), 2xq(3)xq(4)+2+q(1)*q(2), 2xq(1)"2-1+42xq(4)
~2]*[p(1);p(2);p(3)];
R=[pl’];

%% %% %% %% %% %% %% %% %%

function [p0l, p0, pl, p2, p3, p4, p5, p6,q,r,s,t,u,w,R,S,T,UW=QRQ(thetal , theta2,
theta3 ,theta4 ,thetab ,thetaf)
% Esta funcion requiere como entrada los desplazamientos angulares de cada articulacion

% Cuaterniones de Rotacion de cada articulacion

q = [cos(thetal/2), 0, 0, sin(thetal/2)];
r = [cos(theta2/2), 0, sin(theta2/2) 0 1;
s = [cos(theta3/2), 0, sin(theta3/2) 0 1;
t = [cos(theta4/2) sin(theta4/2), 0, 0 1;
u = [cos(theta5/2), 0, sin(thetab/2) 0 IE
w = [cos(theta6/2), sin(theta6/2), 0, 0 1;

% Puntos que describen cada una de las articulaciones del robot

pb = [ 0, 0, 124];

pl = [ 150, O, 362];

p2 = | 0, 0, 700];

p3 = [ 314, O, 0];

p4 = [ 286, O, 0];

p5=1[ 0, O, 0];

p6 = [ 65, O, 0];

% Producto de los cuaterniones de cada articulacion
R=Qpro(q,r);
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S=Qpro(Qpro(q,r),s);
T=Qpro(Qpro(Qpro(q,r),s),t);

U=Qpro (Qpro(Qpro(Qpro(q,r),s),t),u);

WeQpro ( Qpro(Qpro(Qpro(Qpro(q,r),s),t),u),w);

% Determinacion de la postcion de cada una de las articulaciones
% Articulacion 1

V1 t=Qrot(q,pl);

Vr 1l=pb+V1 t;

% Articulacion 2

V2 t=Qrot(R,p2);

Vr 2=Vr 14+V2 t;

% Articulacion 3

V3 t=Qrot(S,p3);

Vr 3=Vr 2+V3 #t;

% Articulaction 4

V4 t=Qrot(T,p4);

Vr 4=Vr 3+V4 t;

% Articulacion &

V5 t=Qrot(U,p5);

Vr 5=Vr 4+V5 t;

% Articulacion 6 (Efector final)
V6 t=Qrot (W, p6);

Vr 6=Vr 5+V6 t;

end




Apéndice C

Programacion de la GUI

%  FUNCION DEL BOTON ANIMAR
function pushbuttonl Callback(hObject, eventdata, handles)
set (handles.pushbutton2, 'Value’,1);
axes(handles .VR)
w=vrworld ( 'D:\MATLAB\ cuaterniones\abb3Joint ') ;
artl=vrnode "Primer Eslabon’);
art2=vrnode 'Segundo_ Eslabon’);
art4=vrnode "Quarto_Eslabon’');
"Quinto_Eslabon');
art6=vrnode(w, 'Sexto Eslabon’);
%  VARIABLES DE PLOTEO DE LA FIGURA Y POSICION INICIAL (HOME DEL ROBOT)

axes(handles.axesl)

(w,
(w,
art3=vrnode(w, 'Tercer Eslabon');
(w,
(w,

art5=vrnode

cla;

set (handles.axesl, 'XLim’,[-873 1225])

set (handles.axesl, 'YLim’,[—-873 1225])

set (handles.axesl, 'ZLim’,[—455 1800])

title ({ 'MODELO CINEMATICO DIRECTO DEL ROBOT IRB1600°’; 'MEDIANTE CUATERNIONES'}, 'FontSize’
,9,'Color’, 'k’ , ’EdgeColor’, 'k ")

xlabel( 'Eje X', FontSize’,8, ' Color’,'B’);

ylabel( 'Eje Y’ , FontSize’,8, ' Color’,'B’);

zlabel('Eje Z', FontSize’,8, ' Color’,'B’);

grid on;

view ([30,15]);

% Puntos de los centros rotactonales para el VRML

pb=1[ 0, 0, 124.5];
pl = [ 150, 0, 362];
p2=1[ 0, 0, 700];
p3 = [ 314, 0, 0l;
pd = [ 286, 0, 0l;
psb = [ 42, 0, 0];
p6 = [ 23, 0, 0];

% POSICION DE LOS CENTROS ROTACIONALES DE LAS ARTICULACIONES
cenl=pb/1000;
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cen2=(pb+pl) /1000;

cen3=(pb+pl+p2)/1000;
cend=
cenb5=(pb+pl+p2+p3+p4)/1000;

(

(

(pb+pl4p2+p3) /1000;

(
cenb=(pb+pl+p2+p3+p4+p5)/1000;

artl
art2.
art3.
art4.
arth.
art6.

.center=cenl;
center=cen?2;
center=cen3;
center=cen4;
center=cenb;

center—=cen6;

% CALCULO DE LAS POSICIONES DEL ROBOT PARA CADA UNO DE LOS DESPLAZAMIENTOS

.,
pl.
p2.
p3.
p4.
pb.
p6.

p0.z]);

for i = 1:1:tm
thetal = thl1(i+41);
theta2 = th2(i+41);
theta3 = th3(i+1);
theta4 = th4(i+1);
thetab = th5(i+1);
theta6 = th6(i+1);

% LLAMADA DE LA FUNCION DEL MODELO ROTACIONAL BASADO EN CUATERNIONES
[pO1,p0, pl, p2, p3,p4,p5,p6,41,92,93,94,95,96,q91 2,92 3,93 4,94 5,95 6]=QRQ(thetal,
theta2 ,theta3 ,theta4 ,thetab ,thetad);
set (10, 'xdata’ ,[p0l.x, p0.x],’'ydata’ , [pOl.y, pO0.y] , ’'zdata’ ,[pOl
set (11, 'xdata’,[p0.x, pl.x], 'ydata’ , [p0.y, pl.y] , ’zdata’ ,[p0.z,
set (12, "xdata’,[pl.x, p2.x], 'ydata’ , [pl.y, pP2.y] , 'zdata’ ,[pl.z,
set (13, 'xdata’,[p2.x, p3.x], 'ydata’ , [p2.y, P3.y] , ’zdata’ ,[p2.z,
set (14, 'xdata’,[p3.x, p4.x], 'ydata’ , [p3.y, p4.y] , ’zdata’ ,[p3.z,
set (15, 'xdata’ ,[p4.x, pb.x], 'ydata’ , [p4.y, pPb.y] , ’zdata’ ,[pt.z,
set (16 , "xdata’ ,[pb.x, pb6.x], 'ydata’ , [pb.y, pP6.y] , 'zdata’ ,[pb.z,
pause (.01)

% VALORES DE LOS

vl= [([al(2) ql(3) ql(4)]/(1—ql(1)"2)) (2*acos(ql(l
v2= [([a2(2) q2(8) q2(4)]/(1—q2(1)"2)) (2xacos(q2(1
v3= [([a3(2) a3(3) q3(4)]/(1—aq3(1)"2)) (2xacos(q3(1
vé= [([a4(2) a4(3) q4(4)]/(1—q4(1)"2)) (2xacos(a4(l
vb= [([a5(2) a5(3) a5(4)]/(1—a5(1)"2)) (2xacos(a5(1
v6= [([a6(2) a6(3) q6(4)]/(1—q6(1)"2)) (2xacos(q6(1

artl.rotation=vl;

art2.rotation=v2;

art3.rotation=v3;

art4 .rotation=v4;

artb5.rotation=v5;

art6.rotation=v6;

vrdrawnow ;
% FUNCION PARO DEL ROBOT

if (get(handles.pushbutton2,’'Value’)==0)

i=1;
break;

ANGULOS PARA LAS ARTICULACIONES DEL VRML
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end
qlt(i,l:4)=ql’;
rit(i,l:4)=ql 2°’;
slt(i,1:4)=q2 3°;
t1t(i,1:4)=q3 4°;
Tm(i,l)=i;
end

axes(handles.T_ 3)

cla;

title('t3’, FontSize’,8, ' Color’,’k’);

hold on; grid on;

plot (Tm,t1t (:,4),’b’, LineWidth',2);

% LLAMADA DEL MUNDO VRTUAL VRML

function VR _CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
global w cl

% SELECCION DEL VISOR Y PARAMETROS GLOBALES

vrsetpref(’'DefaultViewer’, 'internalv5’);

axis off

w=vrworld ( 'D:\MATLAB\ cuaterniones\abb3Joint ") ;
open (w) ;

cl=vr.canvas(w,gcf,[299 21 402 312]);

set (cl,’'Units’, normalized’);

end

guidata(hObject ,handles);

% CALCULO DE LA CINEMATICA INVERSA.

function pushbutton3 Callback(hObject, eventdata, handles)
x = str2double (get (handles.X6, 'string '));

str2double (get (handles . Y6, 'string '));

str2double (get (handles.Z6, 'string '));

y

Z

thetad4=str2double(get(handles.T4, 'string ’'));
thetab=str2double(get (handles.T5, 'string '));
% CONSTANTES

d1=150;

d2=314;

d3=286;

d4=(cosd (theta5)*65);

Ll = 124;

L2 = 362;

L3 = 700;

d5 = d24d34d4;

% VARIABLES

dé=sqrt (x"24+y"~2);

dz = 65+sind(thetab)*sind(270+thetad);

dx = 65%sind(thetab)*cosd(270+thetad);

psi = rad2deg(atan2(dx,d6));

phi = rad2deg(atan2(dz,d5));

thetall = rad2deg(atan2(y,x));
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L4 = d5/cosd(phi);

Lxyb = sqrt(x"24y~2—-dx"~2)—d1;
epsilon = atan2((z—(L1+4L2)) ,Lxyb);
C = sqrt ((z—(L14L2))"2 + Lxyb~2);
(L3+L4+4C) /2;

sqrt ((s—L3)*(s—L4)*(s—C)/s);
alpha = 2xatan2(r,(s—L4));

gama = 2xatan2(r,(s-C));

s

r

% CALCULO DE LOS ANGULOS

if handles.codo==

thetal = thetall — psi;

theta2 = 90—rad2deg(alphatepsilon);
theta3

90 — rad2deg(gama)+ phi;
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L3GD20

MEMS motion sensor:

three-axis digital output gyroscope

_

LGA-16 (4x4x1 mm)

Features

e Three selectable full scales (250/500/2000
dps)

« I12C/SPI digital output interface

e 16 bit-rate value data output

e 8-bit temperature data output

e Two digital output lines (interrupt and data
ready)

¢ Integrated low- and high-pass filters with user-
selectable bandwidth

e Wide supply voltage: 2.4 Vto 3.6 V

e Low voltage-compatible 10s (1.8 V)

e Embedded power-down and sleep mode
e Embedded temperature sensor

e Embedded FIFO

e High shock survivability

o Extended operating temperature range (-40 °C
to +85 °C)

e ECOPACK® RoHS and “Green” compliant

Table 1. Device summary

Datasheet - production data

Applications

e Gaming and virtual reality input devices

e Motion control with MMI (man-machine
interface)

e GPS navigation systems
e Appliances and robotics

Description

The L3GD20 is a low-power three-axis angular
rate sensor.

It includes a sensing element and an IC interface
capable of providing the measured angular rate to
the external world through a digital interface
(I2C/SPI).

The sensing element is manufactured using a
dedicated micro-machining process developed by
STMicroelectronics to produce inertial sensors
and actuators on silicon wafers.

The IC interface is manufactured using a CMOS
process that allows a high level of integration to
design a dedicated circuit which is trimmed to
better match the sensing element characteristics.
The L3GD20 has a full scale of +250/+500/ +2000
dps and is capable of measuring rates with a
user-selectable bandwidth.

The L3GD20 is available in a plastic land grid
array (LGA) package and can operate within a
temperature range of -40 °C to +85 °C.

Order code Temperature range (°C) Package Packing
L3GD20 -40 to +85 LGA-16 (4x4x1 mm) Tray
L3GD20TR -40 to +85 LGA-16 (4x4x1 mm) Tape and reel
February 2013 DoclD022116 Rev 2 1/44

This is information on a product in full production.

www.st.com
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LSM303DLHC

Ultra compact high performance e-compass
3D accelerometer and 3D magnetometer module

Features
m 3 magnetic field channels and 3 acceleration
channels

m From +1.3 to +8.1 gauss magnetic field full-
scale

Preliminary data

N

R

m +29/+49/+8g/+16g selectable full-scale
: LGA-14 (3x5x1mm)
m 16 bit data output
m 1°C serial interface
m Analog supply voltage 2.16 V0 3.6 V Description
B Power-down mode/ low-power mode The LSM303DLHC is a system-in-package
m 2 independent programmable interrupt featuring a 3D digital linear acceleration sensor
generators for free-fall and motion detection and a 3D digital magnetic sensor.
m Embedded temperature sensor LSM303DLHC has linear acceleration full-scales
m Embedded FIFO of £2g/ +4¢g/ +8g/ +16g and a magnetic field full-
m 6D/4D orientation detection scale of £1.3/+£1.9/+25/+4.0/+4.7/ 5.6/
K® . ., ) +8.1 gauss. All full-scales available are fully
m ECOPACK™ RoHS and “Green” compliant selectable by the user.
. . LSM303DLHC includes an I2C serial bus interface
App"catlons that supports standard and fast mode 100 kHz
m Compensated compass and 400kHz. The system can be configured to
, generate interrupt signals by inertial wake-
m Map rotation up/free-fall events as well as by the position of the
m Position detection device itself. Thresholds and timing of interrupt
m Motion-activated functions generators are programmable by the end user on
, the fly. Magnetic and accelerometer parts can be
m Free-fall detection enabled or put into power-down mode separately.
m Click/double click recognition The LSM303DLHC is available in a plastic land
m Pedometer grid array package (LGA) and is guaranteed to
m Intelligent power-saving for handheld devices operate over an extended temperature range from
. . . -40 °C to +85 °C.
m Display orientation
m Gaming and virtual reality input devices
m Impact recognition and logging
m Vibration monitoring and compensation
Table 1. Device summary
Part number Temperature range [°C] Package Packing
LSM303DLHC -40 to +85 LGA-14 Tray
LSM303DLHCTR -40 to +85 LGA-14 Tape and reel
April 2011 Doc ID 018771 Rev 1 1/42

This is preliminary information on a new product now in development or undergoing evaluation. Details are subject to

change without notice.

www.st.com
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Profile Summary
Generated 28-Feb-2014 12:19:25 using cpu time.

Function Name

Prueba_tiempo

arid
view>ViewCore
ylabel

axescheck
axis>LocSetLimits
axis>allAxes

view>isAxesHandle

deg2rad

Calls

1001
5005

6006

1

2

Total Time

0.835s
0.294 s
0.058 s
0.054 s
0.028 s
0.011s
0.008 s
0.008 s
0.005 s
0.005 s
0.005 s
0.003 s
0.002 s
0.001s
0.001 s

0.001s

Self Time*

0.475s
0.182's
0.058 s
0.054 s
0.025s
0.008 s
0.002 s
0.008 s
0.005 s
0.005 s
0.005 s
0.003 s
0.002 s
0.001s
0.001s

0.001s

Total Time Plot
(dark band = self time)

Self time is the time spent in a function excluding the time spent in its child functions. Self
time also includes overhead resulting from the process of profiling.



Profile Summary
Generated 28-Feb-2014 12:23:03 using cpu time.

Function Name Calls Total Time @ Self Time* Total Time Plot
(dark band = self time)

Robot 1 1.170 s 0.307 s EE———
DH 1001 | 0.801s 0.242s I
Tte 7007 0.245s 0.245s [
Tal 7007 0.244 s 0.244 s [
Tze 7007 0.041s 0.041s 1
clf 1 0.036 s 0.003 s I
graphics\private\clo 1 0.033 s 0.004 s I
setdiff 1 0.029 s 0.002 s |
Ixe 7007 0.029s 0.029 s |
setdiff>setdifflegacy 1 0.027 s 0.011s |
axis 1 0.020 s 0.012s I
unique 1 0.016 s 0.003 s I
unique>uniquelegacy 1 0.013s 0.013s I
axis>LocSetLimits 1 0.008 s 0.007 s I
view 1 0.004 s 0.002 s

grid 1 0.002 s 0.002 s

ishold 1 0.001s 0.001s
view>isAxesHandle 1 0.001s 0.001s
view>ViewCore 1 0.001s 0.001s
araphics\private\clo>find_kids | 1 Os 0.000 s
opaque.double 1 Os 0.000 s

refresh 1 Os 0.000 s
axis>allAxes 1 Os 0.000 s

Self time is the time spent in a function excluding the time spent in its child functions. Self
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